
内容简介 


本书是作者根据十几年来在中山大学数学系讲授泛函分析课程的讲 
义基础上写成的，共分7章，主要内容包括度量空间、赋范线性空间、有 
界线性算子、共轭空间、 Hilbert 空间、线性算子的谱理论、凸性与光滑 
性等.书中附有习题和部分解答. 

本书是泛函分析的一本入门教材，可作为高等院校数学专业高年级 
本科生、研究生教材或教师的教学参考书. 


图书在版编目 (CIP) 数据 _ 

泛函分析讲义/黎永锦编著.一 北京： 科学出版社，2011 
ISBN 978-7-03-029561-3 

I . ①泛… II . ①黎… III . ①泛函分析-教材 IV . ①0177 
中国版本图书馆 CIP 数据核字 (2010) 第226990号 

责任 编辑： 赵彦超/责任 校对： 张凤琴 
责任 印制： 钱玉芬/封面设 计：王 浩 


M 4 A 來社出版 

北京 东黄城根北街 16 号 
邮政 编码： 100717 
http://www.sciencep.com 

骏主印刷/ 印刷 

科学出版社发行 各地新华书店经销 

本 

2011 年 1 月第一版 开本： B 5 (720 X 1000) 
2011年1月第一次印刷 印张：10 1/4 

印数： 1一3 000 字数：198 000 

定价： 35. 00元 

(如有印装质量问题，我社负责调换） 






前 




泛函分析是现代数学中的重要分支之一，它综合运用分析、代数和拓扑的观 
点、方法来研究数学中的问题，它在抽象空间上研究类似于实数上的分析问题，形 
成了综合运用代数和拓扑来分析处理问题的方法.通过这一课程，能使学生了解泛 
函分析的基本思想、原理及其在其他学科中的应用，掌握泛函分析的基本概念和重 
要的定理，弄清有限维空间与无穷维空间的差别，学会运用代数、分析和拓扑知识 
综合处理问题的方法. 

本书是作者根据1994年在中山大学数学系讲授泛函分析课程时的讲稿，在十 
几年来教学的过程中不断修改而成.在早期的泛函分析教学中，由于泛函分析比较 
抽象，总觉得学生学起来有点吃力，因此一直想写一本比较容易读和有点趣味的教 
材.书中介绍了泛函分析中一些概念和定理的来历，使学生能够了解一些泛函分析 
的发展和历史，提高他们的学习兴趣.只要有数学分析和线性代数的基础，阅读本 
书是不会有困难的，书中的例子较为简明，便于学生理解，还刻意地加强了泛函分 
析和数学分析的联系.全书分为7章.第1章是度量空间，考虑到很多学生可能没 
有学过点集拓扑学，因此对度量拓扑作了介绍.第2 〜 6章都是线性泛函分析的基 
本内容，数学专业的学生都应该掌握这些内容.第7章介绍了凸性与光滑性，主要 
是考虑到很多大学教材都与数学研究离得比较远，本章内容可以让学生了解一些 
Banach 空间理论的研究，也可以作为毕业论文写作的基础. 

本书可作为泛函分析的一本入门教材，每章末附有习题.由于本书的初稿是在 
十几年前完成的，近年来泛函分析有了很多的习题解答出版，因此在修订书中的习 
题时，参考了相关书籍，如孙清华和孙昊著的《泛函分析疑难分析与解题方法》，印 
度数学家 V . K . Krishnan 著、步尚全和方宜译的《泛函分析习题集及解答》等.由 
于长期不断的修改，有些习题已很难搞清其出处，因此不再一一列出.为了教学的 
方便，书内的双数序号的习题都有解答，单数序号的习题一般不再给出答案. 

在此向我的学生们表示衷心的感谢，特别是李维和胡震禹等，他们对本书的校 
对做了很多的工作.在十几年的教学过程中，我从学生身上学到了很多东西，本书 
正是在他们的帮助下不断修改完成的. 


黎永锦 

2010年10月于中山大学 
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在 1900 年巴黎数学家大会上我曾毫不犹豫地把 19 
世纪称为函数论的世纪 . 

Volterra (1860—1940, 意大利数学家） 


泛函分析这一名称是由法国数学家 Levy 引进的 . 19 
世纪后期，许多数学家已经认识到数学中许多领域处理的 
是作用在函数上的变换或者算子，推动创立泛函分析的根 
本思想是这些算子或变换可以在作用于某一类函数上的 
算子的一种抽象形式下加以研究，然后把这类函数全体看 
成空间，而每个函数就是空间的点，算子或变换就把点变 
成点.函数变成实数或复数的算子就称为泛函，'泛函的抽 
象理论是由 Volterra 在关于变分法的工作中最先研究的， 
但在建立函数空间和泛函的抽象理论中，第一个卓越的成 
果是由法国数学家 Pr&het 于 1906 年在他的博士论文中 
得到的. 



Levy( 1886—1971) 


1.1 度量空间 

FVechet 是法国数学家， 1906 年获得博士学位. Frechet 的博士论文开创了一般 
拓扑学， Cantor, Jordan, Peano, Borel 和其他数学家发展了有限维空间的点集理论. 
Volterra, Ascoli 和 Hadamard 等开始把实值函数作为空间的点来考虑. PrSchet 的 
博士论文统一了这两种思想，并建立了一个公理结构.他给出收敛序列的极限的一 
组公理，然后定义了闭集、内点和完备集等基本概念，还引入了相对列紧性和列紧 
性,并得到了列紧集的基本性质, FVechet 在其博士论文中第一次给出了度量空间的 
公理. 

定义 1.1.1 若 X 是一个非空集合， d : XxX ^ R 是满足下面条件的实值 
函数，对于任意 x ， y & X ， 有 

(1) d ( x , y ) = 0 当且仅当 x - y - 

(2) d ( x , y ) = d ( y , x ); . 
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(3) d ( x , y ) < d ( x , z ) + d ( y , z ). 

则称 d 为 X 上的度量，称 ( X , d ) 为度量空间. 

明显地，由 （ 3) 可知 d ( x , y ) + d ( y , x ) > d ( x , x ), 故由 （ 2) 可知 d ( x , y ) > 0, 因此 
d 是一个非负函数. 

若 X 是一个度量空间， E 是 X 的非空子集，则 ( E , d ) 也是度量空间，称 ( E , d ) 
为 ( X ， d ) 的度量子 空间. 

例 1.1.1 若 R 是实数集，定义 d ( x , y ) = | o ; - y \, 则容易看出 ( R , d ) 是度量 
空间. 

例 1 . 1.2 对于任意一个非空集合 X ，只需定义 


d ( x , y ) 



0 ，当 re = y 时 , 
1, 当 : r 一 y 时 . 


则 ( X , d ) 是一个度量空间，称 d 为 X 上的平凡度量或离散度量. 

度量不是唯一的，在一个非空集合上，可以定义几种完全不同的度量. 

例 1.1.3 对于妒，可以定义几种不同的度量，对于 a : = ( A )，2 / =加)，有 


d { x , y ) = 


「 n 1 " 2 

S (〜 I ) 2 

. i=l - 


di { x , y ) = ^2\ xi - yi \, 

i=l 

d2(x,y) = max{|xi|,|yi|}. 


容易验证 ( R n , d ), { R n , ch ) m ( R n , d 2 ) 都是度量空间，一般称 CR n ， d ) 为欧几里得 
空间. 


以下的例子是 Pr6chet 于 1906 年提出的. 

例 1.1.4 如果用 S 记所有实数列形成的集合，对于任意 a : = 


定义 


d { x , y ) = 


E 

i=l 


\xj - Vi \ 
i \{\ + - yi \) 


容易知道 d 满足度量定义 1.1.1 中的 （ 1) 和 （ 2 )， 由函数 〆 : r ) = Y ^在 (0,+ oo ) 
是单调增加的可知，对于|^ + 6|<| (1 | + |6|，有 ^ " 


\ a + ^1 〈 l a l + 1^1 _ l a l _ . _1^1 < l a l , 1^1 

1 + |a + 6|、1 + |a| + |6| 1 + |a| + |6| 1 + |a| + |&| 1 + |a| 1 + |6| 


令 a = Xi — Zi,b = Zi — yi ， 则可得到 d ( x , y ) < d ( x , z ) -\- d ( y , z ), 所以 ( s , d ) 是一 
个度量空间. 




1.1 度量空间 


常见的实序列空间还有如下几个空间:. 

例 1.1.5 loo = {( xi )| sup | xi | < + 00 }，对于任意的 ( xi ),{ yi ) € loo , 定义 
d ( x , y ) = suph - 队|，即 Zoo 为所有有界数列所形成的空间，如 z y = 

(1 + (-1)” € Zoo, 但 Z =⑷雀 Zoo. 

例 1.1.6 Co = {( Xi )| lim Xi = 0}, 对于任意的 ( xi ), ( yi ) € c 0 , 定义 d ( x , y )= 

i—^oo 

sup \ xi ~ yi \, BP co 为所有收敛于 0 的数列所成的空间， tUx = (条 j ， 2/ = ( 工+ ‘ 1 丄 ) 
€ Co , 但 Z = (1 + (― 1)^) ^ Co - 

例 1.1.7 lx = |( a ； i ) \ xj \ < +001 •，对于任意的 { Xj ), ( yi ) € h ，定义 d ( a :, y )= 
f > i |， 即 h 为所有绝对收敛数列所成的空间，如？=(条 ) e L 但 z = 

i=l 、’ 



度量就是 i ? 3 中距离的推广，在给定的集合上定义了度量，就可以讨论点列的 
收敛性. 

定义 1.1.2 设 (X,d) 是度量空间， {〜} C X ，若 lim d(x n ,x o ) = 0 , 则称序 

n ― >oo 

列 {x n } 按度量 d 收敛于; E 。， 记为 = lo , 或; E n -> X 0 (n — » 00 ), 此时称 {x n } 
为收敛点列， 称吻为 {〜} 的极限 n _°° 

由数学分析可知，若数列 { x n } 是收敛的，则其极限是唯一的.类似地，在度量 
空间也有下面的结论： 

定理 1.1.1 在度量空间 （ X ， d ) 中，若 { x n } 是收敛点列，则 { X „} 的极限一定 
唯一. 

证明用反证法.假设有 x,y e X, lim x n = x, lim 〜= y , 但 ; r # y ， 则 

n-^oo n-^oo 

由 d(x,y) ^ d(x n ,x)+d(x n ,y) 可知 d(x,y) ^ 0. 又由于 d(x,y) ^ 0, 因此 d(x,y) = 0, 
但这与假设矛盾，所以由反证法原理可知 {〜} 的极限 唯一. 

另外，容易看出，在度量空间 ( X ， d ) 中，若 {〜} 是收敛点列，则 {〜} 的任意 
子列也是收敛点列，并且极限是一样的. 

定理 1.1.2 若; r „ — a ; 0 , y n — 如，则 d ( x n , y n ) -»■ d { x 0 , yo ), BP d ( x , y ) 是 ; r 和 
y 的二元连续函数. 

证明由于 

d^n i 2/n) $0) + d(T 。， 2/n) 


^d(x n ,x 0 ) + d(x 0 ,yo) + d(y 0 ,y n ), 
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因此 

同样地，有 
因而 


d{x n ^yn) — yo) ^ d{x n ^ xq) + d(y nj y。). 
d ( x 0 , yo ) - d ( x n , y n ) < d { x n , x 0 ) + d ( y n , yo )- 
\d{x n ^ yn) — d(xoj 2/0 )1 ^ d{x n ^ z 。） + d{y n ， yo)- 


所以 d ( x n , y n ) -> d { x 0 , y 0 ). 

如果考虑如下的问题呢？ 

问题 1.1.1 若 X 是线性空间， ( X , d ) 为度量空间，加法是否连续呢? 
不一定，下面的例子是 Rothmann (1974) 给 出的. 

例 1.1.8 设 i ? = (- oo ，+ oo ), 对于任意; r,y e i ?， 定义 


d ( x , y ) = 


0， 

max {| a ;|,| j /|}, 


当 ; r = j / 时 , 
当 a; # y 时 . 


则容易验证 ( R , d ) 是度量空间. 

其实，只要取 a; n = 1, cco = 1， y 。 = 0,则 

n 

d ( x n , x 0 ) = d ( l , 1) = 0 — 0， d ( y n , y 0 ) = d (--,0 ) = i — 0. 

\ Tl J Tt 

但 d (: + y n ，XQ + 2/ o ) = d fl — I ， 1) = 1，因此 + y n ^o 4 - 2/ o ) .不收敛于 0 •所 
以，虽然〜 — 吻， — 洲，但是 {〜 +如}不收敛于吻+ 2/ o . 

在空间解析几何中，称[町，巧， a ； 3) | (右 hlil 2 ) 是 il 3 中一个以 

x 0 为中心、 r 为半径的球.同样地，球的概念可以推广到一般的度量空间. 

定义 1.1.3 若 ( X , d ) 为度量空间， r 为大于0的实数，则称 U ( x 0 , r ) ^ {x e 
X | d ( a ； o , x ) < r } 是以 a ： o 为中心、 r 为半径的开球，记为 U ( x 0 , r ). 而称 B ( x 0 , r ) = 
{x e X \ d ( xo , x ) ^ r } 是以; tq 为中心、 r 为半径的闭球 • 

抽象的度量空间与现实的世界有着较大的区别，下面的问题是很有意思的. 
问题 1 . 1.2 在度量空间中，一个半径较小的开球能否真包含一个半径较大的 
开球？ 

度量空间的开球与真实世界的球有着本质的区别，一个半径为6的开球，可能 
会真包含在一个半径为4的开球内（如下图). 
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例 1.1.9 设 J ： = {( x 1 , x 2 )\ x 1 , x 2 为实数, W 2 + |:r 2 | 2 < 16}, 在 X 上定义度 
量 d ( x , y ) = (|xi - 2 / i | 2 + \ x2 - 2 / 2I 2 )" 2 , 贝 1 J 以 = (0,0) 为球心 4 为半径的小球真 
包含以如二 (3,0) 为球心、 6 为半径的 大球. 

进一步，还可以考虑下面的 问题： 

问题 1.1.3 对于任意 r 2 > n > 0,是否都可找到一个度量空间，存在大小不 
同的两个球，使得小球 U ( x 0 , ri ) 真包含大球 U { x 0 , r 2 ) 

利用开球还可以刻画点列的收敛性，类似于数学分析中的数列收敛与开区间的 
联系，序列依度量收敛于勒当且仅当对于任意 e > 0,存在 TV , 使得 n > JV 
时，: r „ 都包含在开球 [/( ne ) 中. 

例 1.1.10 若 d 为非空集合 X 的平凡度量，则对任意 : co e X 及0 < e < 1， 
U ( x 0 , e ) 只包含一个点，因此，如果序列化收 敛于; r 0 , 则必有 TV , 使得 n > JV 时， 
一定有 ； E „ = 1 0 . 

定义 1.1.4 设 M 是度量空间 X 的子集，若存在 : ro e X，r > 0,使得 M 包 
含在开球 U ( x 0 , r ) 则称 M 是 ( X , d ) 的有界集. 

明显地， M 是有界集当且仅当存在： co 及 r > 0,使得对任意 a ; e M , 有 

d(^X ^ «Z/Q ) 7*• 

定理 1.1.3 若 { x n } 为度量空间的收敛序列，则 { x n } 是有界的. 

证明设 lim 〜= a ； o , 则对于 e = 1,存在 iV ， 使得 n 〉 iV 时，有 d ( x n , xo ) < 

n—>oo 

1•令 r = max { l , d ( xo , xi ), - - - ,(1( xo , xn )} 4 - 1, 则对任意的 n ， 有 d ( xo , x n ) < r ， 故 
{ x n } C f /( xo , r ), 所以 { x n } 是有 界的. 

有界集是一个与度量有关的概念，因为对于任意一个度量空间 ( X , d ), 都可以 
引入另一度量 P ， 使任意子集 MCX 都是有界集. 

事实上只需令 P ( x , y )= ■- d ( x ，-， y ] , ,则容易看出对任意 M C X ， M 都是（ X ， 

l + d ( x ， y ) 

p ) 的有界集，并且有 d ( x n , x )^0 当且仅当 p { x n , x )^0. 

例 1.1.11 设 s 为全体实数列，对于任意 a ; = ( xi),y = ( yi ) G s , d ( x ， y )= 

IV 试证明 ( s , d ) 中序列按度量 d 收敛当且仅当序列按坐标收敛. 

，-_1 \ x i ~ vA ) 
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°° la-W _ 2-(°) I 

证明 “ S S ’ Ho 卜0, 则 = g -0,^ 


对每一个固定的 io , 有 


i x ( n ) _ x (°) I 

碑：⑷)二 L 0 ) i )“ (m) . 


|„(«) _ T( n )l < Xp ) 

1 io ~ io 1 ^ i-i 0 \d(x n ,x 0 y 


所以 lim a 4 n) = 4 n ) ，即 {x n } 按坐标收敛于: c 0 . 

n—>oo u u 

反过来，若 {^„} 按坐标收敛于: r Q ， 则对于任意0 < e < 1,由于级数£ ^收 


敛，因此存在正整数 m ， 使得 f 


i\ 4' 


对于每个 i < m ，有 使得 n > iVj 时，有 la ^ - 彡|•令 iV 
11^{凡，…，，则当 n > W 时，有 


V 1 l4 W) -^ 0) l 〈V 4 <3 g 

ht *!(l + l ^ n ) -^ 0) D 、: i ! (1 + I ) 、 4 • 


| T («) _ T (0)| ~ | r («) _ T (°)| 
' (Xn,X0)= S 剌 〆 a ) + £ 叩作 二 n ) 


3 e e 


所以 lim d ( a : n ， a ： o ) = 0 •即 { x n } 依度量 d 收敛到: ro . 


1.2 度量拓扑 


在数学分析中，对实数集氏已经有了开区间、闭区间、开集和闭集等概念，将 
这些概念推广到一般的度量空间，就可以建立起度量空间 (x,d) 的拓扑结构. 

定义 1.2.1 设 {X,d) 是度量空间， G 是 X 的子集，吻 e G 称为 G 的内点， 
若存在某个开球 U(x 0 ,r), 使得 U(x 0 ,r) C G . 若 G 的每一个点都是 G 的内点，则 
称 G 为开集. 

另外，规定空集0是开集，明显地 ,X —定是开集. 
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定理 1.2.1 对于任意 x 0 e X,r > 0,开球 t /( xo , r ) 是度量空间的 

开集. 

证明只需证明对于任意的 ; r e U ( x 0 , r ), x U { x 0 , r ) 的内点. 

对于 ; r € U ( xo , r ), W d ( x , x 0 ) < r ， 令 r ’ = r — d ( x , xo ), 则 r ’ > 0 且 y G U ( x , r ') 
时，有 d ( x , y ) < r ', 因而 

d ( x 0 , y ) < d ( x 0 , x ) + d ( x , y ) < d ( xo , x ) + r ' — r , 

所以， U ( x , r ') C U ( xo , r ), 即; r 是 U ( xo , r ) 的内点，由; r 是任意的可知 ?7( xo ， r ) 是 
开集. 

下面关于开集的基本性质就是一般拓扑学的公理基础. 

定理 1.2.2 设 ( X , d ) 是度量空间，则 

(1) 任意个开集的并集是 开集； 

(2) 有限个开集的交集是开集. 

证明 （ 1 ) 设 G a 为 [ x , d ) 的一族开集，则对任意 I e UG a , 有某个下标 

a 

使 ; r G G a 。， 由于 G a 。 是开集，因而有开球 U ( x , r)c G ao , 因此 U { x , r ) C U &， 故 
x 为 \ JG a 的内点 ，由; r 是任意的可知是开集. 

a a 

(2) 设 Gi ，…， G „ 为开集，对于任意 ; r e Gi ， 对 i = 1，2,… ， n ，有 x e Gi ， 

i=l 

由于 Gi 是开集，因此有 ri 使得 U ( x , ri ) C Gi ， 令 r = min { r * i|i = 1，2,…， n }， 贝 ! J 
U { x , r ) dGi , 因而 U { x , r ) C f ) 所以， a ; 为（^) Gi 的内点，从而 Gi 为开集. 

i=l i=l i=l 

例 1.2.1 设 X 是非空集合， d 为 X 上的平凡度量，则对任意吻€ X ，开 
球 U ( xoA ) = { x \ d ( x , xo ) < 1} = { xo }, 因而 { a ： o } 是开集，所以， X 的任意子集 
G = 1 J { x } 都是开集. 

xGG 

问题 1.2.1 任意多个开集的交集是否一定为开集？ 

任意多个开集的交集不一定是开集. 

例 1.2.2 在实数空间 i ? 中， d { x , y ) = | a ; - j / l , 对于任意自然数 n , G „ = 

㈤ 是丑 的开集， ® £^^(-^)=(0} 不是开集- 

定义 1.2.2 度量空间（ X ， d ) 的子集 F 称为闭集，若 F 的余集= X\F 是 
开集. 

由上面的定理，容易看出下面定理成立. 

定理 1.2.3 设 ( X , d ) 是度量空间，则 
(1) 0和 X 是闭集; 
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(2) 任意闭集的交集是 闭集； 

(3) 有限个闭集的并集是闭集. 

与闭集有着密切联系的概念是极限点. 

定义 1.2.3 设 F 是 ( X , d ) 中的集合 ,: r e X ，若 包含； r 的任意开集都含有不 
同于： c 的 F 的点，则称 x 为 F 的极限点. 

明显地， x 为 F 的极限点时 ，： c 不一定属于 F . 例如在实数空间中，0是 

F = { i|fc = l ，2，...， n ，-.- 的极限点，但 

容易看出，有几种方法可以判断一个点 z 是否为 P 的极限点. 

定理 1.2.4 设 { X , d ) 为度量空间， FcX , x 0 € X , 则下列条件 等价： 

(1) x Q 为 F 的极 限点； 

(2) 包含:的任何一个开集都含有 F 异于: co 的无穷多 个点； 

⑶在 F 中存在序列# ; r 0 , 且 lim 〜= : To . 

71—^00 

定义 1.2.4 设 { X , d ) 是度量空间 ， F C X ，称 F 的极限点全体为 F 的导集， 
记为 F '. F = 称为 F 的闭包. 

例 1.2.3 在实数空间 中，若 F =[1,2] U {3,4}， 则 F ' = [1，2]，且 F = F . 

定理 1.2.5 设（ X ， d ) 是度量空间， F 为 X 的子集，则下列条件 等价： 

(1) F 是 闭集； 

(2) F ' C F - 

(3) ¥ = F . 

证明 （1)=>( 2 )若尸是闭集，则是开集.如果 F = 0, 则 C F . 如果 
F '^0, 则对任意 ; c e 泸，必有 xeF . 

不然， 假设 ; r _ F ， 则有 z e 由于是开集，且 F c fi ^ - 0,但这与 
x £ F ' 矛盾. 

(2) = K 3) 若 F C F ■，则 F = F { JF ' = F . 

(3) ;(1)若 F = FUF ' = F ，则 C 如果 = 0，则 F = X 是 闭集; 如果 
F c ^ 0, 则对任意 ; r e 尸' 由 F ' C F 可知; r 《 F ' 因而存在开球 U ( x , r ) C\F = 0, 
故 U ( x , r ) cF c , 即: c 是 F c 的内点，因此 F 是开集，所以尸是闭集. 

定理 1.2.6 设（ X , d ) 是度量空间， FcX , xeX , 则下列条件 等价： 

( 1 ) xeF - 

(2) a ： 的每个开球都包含有 F 的点； 

(3) 有序列 { x n } C F , 使得 lim ; r „ = x . 

n—>oo 

证明 （1)^(2) 对任意 xeF = F \ JF \ ^ xeF , 则明显地对 a ; 的每个开球 
U ( x , r ), U ( x , r ) 包含有 _ F 的点 . ^ x e 则对于 a ; 的每个开球 U ( x , r ), C /( a :， r ) 必 
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含有 F 的异于 z 的点，所以 U(x,r) 一定含有 F 的点. 

(2) 4(3) 对于任意正整数 n ， C 7 ( x , 中含有的点: r n ， 因而 d ( x n , x ) < 

\ n J n 

所以 lim = a ;. 

n—>oo 

(3) ^(1) 设存在 { x n } C F , 使得 \\ m G X n = x . 如果 xeF , 则明显地有 x eF . 
如果 x 朱 F ， 则由 { x n } C F 可知〜 兴 a :， 因而由 lim : r n = a : 可知 a : € F '， 所以 

n—»oo 

x eF. 

容易证明， F 的闭包就是包含 F 的最小闭集，因此需要考虑下面的问题. 

问题 1.2.2 在度量空间 （ X ， d ) 中，开球 U(x 0 ,r) 的闭包是否一定是闭球 

■B(a ； o,r)? 

在度量空间 （ X ， d ) 中，都以吻为中心、 r ■为半径的开球 U(x 0 ,r) 和闭球 B(x 0 ,r) 
虽然半径一样，但开球的闭包不一定是闭球. 

例 1.2.4 在 i ? = (- oo ，+ oo ) 上，定义平凡度量 


d ( x , y ) = 


0，当 x = y 时， 
1,当 ; r 一 y 时. 


则对于开球 C /(0，1)， 由于[7(0, 1) = {0} 是闭集，因此它的闭包仍是{0}，不是闭球 
B (0, 1) = (— 00 , + oo ). 

定义 1.2.5 设 ( X , d ) 是度量空间 ， G C X ，称 G 的内点全体为 G 的内部，记 
为 G 0 . 

容易证明，对于 G 的内部和闭包，有下面的定理成立： 

定理 1.2.7 设 （ X ， d ) 为度量空间 ， G C X， F C X ，则 

(1) G 是开集当且仅当 G = G 0 ; 

(2) G ° CGCG - 

(3) 当 G C F 时，一定有 G 0 C F °, G C F. 

利用闭包这一概念，还可以引进一些与闭包有关的概念. 

定义 1.2.6 设 F 为度量空间 ( X , d ) 的子集，若歹= X ，则称 F 在 X 中 
稠密. 

定义 1.2.7 设 F 为度量空间 ( X , d ) 的子集，若 F 不包含任何内点，则称 F 
在 X 中是疏朗的. 

例 1.2.5 全体有理数 Q 在实数空间丑= (- oo ,+ oo ) 中是稠密的，而全体自 
然数 Z 在 H 中是疏朗的. 

在度量空间 （ X ， d ) 中，利用度量 d ， 可以定义开集、闭集、闭包、内部等概念, 
也可以利用开集来刻画序列 { x n } 依度量 d 收敛于: TO . 
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HausdorfF (1868 一 1942) 发现对于一个给定的点集，可以不必引进度量，也能用 
某种方式来确定某些子集为开集，然后利用开集就可以建立闭集、闭包和序列收敛 
等概念, Hausdorff 利用这些概念建立了拓扑空间的完整理论. 

定义 1.2.8 设 X 是一个非空集合， T 是 X 的一族子集，若 r 满足下面的三 
个公理，则称 (X,t) 是拓扑 空间： 

(1) 0 € r, X G r; 

(2) r 中任意个集合的并集属于 t ; • 

(3) r 中任意有限个集合的交集属于 t . 

此时称 7" 中每一个集合为开集，称 T 为拓扑. 

明显地，若 { X , d ) 是度量空间， T 为度量空间中的全体开集，则 { X , T ) 为拓扑 
空间，称 T 为度量 d 产生的拓扑. 

例 1.2.6 设 X 是一个非空集合， t 为 X 的子集的全体，则 ( X , t ) 是一个拓 
扑空间，称 r 为 X 的离散拓扑.此时，对于任意 XGX , ^都是开集. 若 d 为 X 上 
的平凡度量，则度量 d 产生的拓扑就是 X 的离散拓扑. 

例 1.2.7 设 X = { x , y , z }, r = {0, X ,{ x },{ x , y },{ x , z }}, JB!j ( X , r ) 为一 
拓扑空间.但在（ X ,”中，对含有 y 点和含有 z 点的任意开集％和仏，都有 

u v r\u z + 0 - 

明显地，在度量空间 ( X , d ) 4 1 ,对于任意 x,y € X ,只需取 r * = ^ c , y ), 贝 IJ 
U ( x , r ) r \ U ( y , r ) = 0, 具有这种性质的拓扑空间称为 Hausdorff 空间. 

定义 1.2.9 拓扑空间 （ X , t ) 称为 Hausdorff 空间，若对于 X 中的 任意; r ， y , 
x . y 、 存在两个开集和％，使得 a ; £ C 4, y e 且 U x f ] U y = 0. 

另外，度量空间 ( X , d ) 还具有下例中的性质，称具有这种性质的拓扑空间为正 
规空间. ‘ 


例 1.2.8 设巧 ，妁 是度量空间 ( X , d ) 中的两个闭集，且朽 门妁 =0，试证 
明存在开集 R ， C / 2 , 使得巧 C F 2 C C / 2 , 且 t / iHt /2 = 0- 

证明由于 F 1 f ] F 2 = 0, 因此巧 C 行.由 F 2 是闭的可知 F 2 e 是开集，故对 
于任意 x e Fi , 存在 r s > 0,使 U ( x , r x ) C . 


令 fA = U £/ (A 警)，则 R 是开集，且巧 C tA . 


类似地，对于任意 y e 朽， 存在〜 > 0,使得 t /( y， 〜) C Ff ，令％ = U 卩 

XG^2 

则 c / 2 是开集，且 F 2 C f / 2 . 



如果存在 z 6 C/in^ 2 , 则由 u U u ( yj - f ] ^ 0 可知一定有 

xeFl \ 2 / 2/GF 2 V 2 7 
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x & Fi , y G F2 , 使 2 ： € f / f j 且 z 6 C / f j •因此 

d ( x , y ) < d ( x , z )+ d ( y , z ) < y + y ^ max { r x , r y }, 

但这是不可能的，因为若伞， y ) 〈〜 ，贝 IJ y e U { x , r x ) C F |, 与 y e F 2 矛盾； 若 
d (: r ， y ) < r y ， 则 ; c e U ( y , r y ) C Ff , 与 ; r e 巧矛盾 • 

因此由上面讨论可知 Uif ] U 2 = 0,所以存在开集朽 C F 2 C C / 2 且 
C / lfl ^2 - 0- 

Uryosohn (1892—1924) 还证明了每一个正规的拓扑空间 (X,t) 都可以引进度 
量 d ， 使得产生的拓扑与 t 是一致的，即每一个正规的拓扑空间都是可度量化的. 

1.3 连续算子 

Prechet 在其博士论文中考察了一类 L 空间，在 L 空间中定义了泛函的连续 
性和一致收敛性等，引进并研究了列紧性，证明了在列紧集上的连续泛函是有界的， 
并在列紧集上达到它的极大（小 ：) 值，这样就将实变函数的许多结果进行了推广. 

其实，依照数学分析中函数的连续性，在度量空间中很容易引入算子的连续性. 

定义 1.3.1 设 （ X ， d ) 和 ( Y , p ) 都是度量空间， T 为 X 到 Y 的算子，: E 0 6 X , 
若对任意 e > 0,存在 <5 > 0,使得 d { x , x 0 ) < △ 时，有 p ( Tx , Tx 0 )<£, 则称算子了 
在点; c 。 连续，若 T 在 X 上的任意点都连续，则称 T 在 X 上连续. 

例 1.3.1 设 Co 为所有收敛于0的实数列的全体，在度量 d ( x , y ) = sup |^-^| 
下是度量空间，若 T 为 Co 到 c 0 的算子，= 3 :c +如，这里如为 c 0 的一个固定 
元，则 T 为连续映射. — 

事实上，由于 c 0 是线性空间，且由 d 的定义可知 d ( x , y ) = d ( x - y ,0), 因而对任 
意 e > 0,只需取 <5 = 则当 d ( x , xo ) < 占时，有 d ( Tx , Tx 0 ) = d (3 x + yo ,3 x 0 + yo ) — 
3 d { x , x 0 ) < e ， 因而 r 在: r 0 点连续， 而; r 0 是 c 0 的任意点，所以 T 在 X 上连续. 

容易看出，若 T 是(足 d ) 到 ( V , p ) 的算子，则 T 在; r 0 点连续当且仅当对于任 
意收敛于; co 的序列彳〜}■，有 Jirn ^ T ^ = Tx 0 - 

另外，还可以利用开集来 SiiiV 的连续性. 

定理 1.3.1 设 （ X ， d ) 和 ( Y , p ) 是度量空间，则 T 在 X 上连续当且仅当 r 中 
每个开集的逆象在 X 中是开集. ' 

证明 若 G 是 Y 的开集，则不妨设 T -\ G ) ^ 0 , 对任意 xo e r - YG )， 有 
Tx 0 e G ， 由于 G 是开集，因此存在 U { Tx 0 , e ) c G ， 因为: T 是连续的，所以存在 
<5 > 0,使得 ； c e U ( x 0 , S ) 时，有 rx e U ( Tx 0 , e )；, 因而 U ( x 0 , S ) c T -\ U { Tx 0 , e )) C ： 
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T ~\ G ), 故邱是 T ~ l { G ) 的内点，所以， 由; r 0 是 T ~\ G ) 的任意点可知， T -\ G ) 
是开集. 

反之，若对于 y 中的每个开集 G ， T -\ G ) 都是 X 的开集，则对于任意 
和任意 e > 0, T - l { U { Tx 0 , e )) X 的开集，因此存在 U ( x 0 , S ) C T ~ l { U { Tx Q } e )), 
即对于任意 e > 0,存在 J > 0,使得 d ( x , x 0 ) < 5时，有 p ( Tx , Tx 0 ) < e , 所以 T 在 
x 0 点连续，因而 T 在 X 上连续. 

在实数空间 ii 中，上的连续函数一定有界并达到它的上下界.但在度量 
空间中，有界闭集上的连续函数不一定能达到它的上、下界，因此需要引入列紧性 
这一概念，列紧性是 Pr 6 chet 于1904年发表在 Comptes Rendus 的论文中引进的. 

下面的列紧性与紧性在实数 i ? 中可由 Heine - Borel - Lebesgue 定理和 Bolzano 
Weierstrass 定理来表现. 

Heine - Borel - Lebesgue 定理指的是闭区间 [ a ,6] 为一族开区间所覆盖时,它一定 
为这一族中的有限个开区间所覆盖，而 Bolzano - Weierstrass 定理指的是有限区间中 
每个点列必有子列收敛于区间中的一点. 

定义 1.3.2 设 ( X , d ) 为度量空间， F 为 X 的子集，若 F 的任何序列都存在 
X 中收敛的子序列，则称 F 为相对列 紧集； 若 F 还是闭的，则称 F 为列紧集. 

定义 1.3.3 设 ( X , d ) 为度量空间， X 的子集 F 称为紧的，若 F 的每个开覆 
盖都有有限的子覆盖，即如果 G a 是 X 的一族（可列或不可列）开集,且 (J ：) F ， 

ai 

则一定存在有限个开集 G ai , G a 2 ，…， G an , 使得 G &〕 F . 

i=l 

在度量空间 （ x , d ) 中， X 的子集的列紧性与紧性是一致的. 

定理 1.3.2 设 ( X , d ) 是度量空间 ， F C X ，则 f 是列紧的当且仅当 F 是 
紧的 • 

由紧集的定义容易得到下列的简单 性质： 

定理 1.3.3 设 ( X , d ) 是度量空间，则 

(1) 只有有限个点的子集是 紧集； 

(2) 紧集是有界 闭集； 

(3) 紧集的任意闭子集是 紧的； 

(4) 任意一族紧集的交集是紧集. 

但度量空间的有界闭集不一定是紧的，如在 X = {1，2,3，_-，7^}中，定义 
平凡度量 dOr ， ?/)，则 F = {2,4,6,…， 2 fc , … } 为 X 的有界集，且是闭的，但 F 不是 
紧集. 

度量空间 （ X ， d ) 的紧集上的连续函数具有许多闭区间上连续函数所具有的 
性质. 
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定理 1.3.4 设（ X , d ) 和 （ Y , p ) 为度量空间， F 为 X 的紧集, r 为 X 到 F 的 
连续算子，则 r ( F ) 是 Y 的紧集. 

证明 设 { j /„} 为 T { F ) 的任意序列，则有 { x n } C F , 使得由于 F 
是紧的.因此存在 { a ; n ( s }, 使得 lim ; r„ fc = a ； o , 且吻€ •因为 T 在;点连续，所 

fe — >00 

以 lim y„ fc = lim Tx nk = y 0 6 T (_ F ), 故 T ( F ) 为紧集. 

fe—»oo k—^oo 

定理 1.3.5 若 ( X , d ) 为度量空间， F 为 X 的紧集，/为久到实数尺的连续 
函数，则/ 一定是有界的函数，并且在 X 上达到上、下确界. 

证明 由上面的定理可知， /( F ) 为实数丑的紧集，因此 /( F ) 有界，故存在 
M > 0,使得对任意有 |/( rr )| 彡 M •由于 f ( F ) 为实数 i ? 的紧集，因而 /( F ) 包 
含上确界 yi 和下确界奶，所以存在 x 1 , x 2 eF , 使得 f ( x 1 ) = y 1 , f ( x 2 ) = y 2 . 

由上面定理可知，若 ( X , d ) 为度量空间， F 为紧集，则 F 上每个实值连续函数 
都是有界的，但下面的问题又如何呢？ 

问题 1.3.1 设( X , d ) 为度量空间，若 X 上的每个实值连续函数都是有界的， 
则 X 是否一定是紧的呢？ 

Hewitt 在1948年肯定地回答了上述问题,他证明了 X 是紧的当且仅当 X 上 
的每个实值连续函数都是有界的. 

Borel 在1895年首先给出并证明了现在的 Heine - Borel 定理， Pierre (1895), 
Lebesgue (1898) 和 Schoenflies (1900) 推广和完善了该定理. 

定理 1.3.6 ( Heine - Borel 定理）空间 iT 中的子集 F 是紧的当且仅当 F 是 
有界闭集. 

证明 当 F 是紧集时，明显地， F 是有界闭集. 

反过来， 若 F 是 R n 的有界闭集，则存在 M > 0,使得对于任意 x e F , 

( n \ 1/2 

有 d ( x ,0) = < M - 故对于尸中的任意序列{〜}，有 d (0, x k ) = 

(n \ i/2 

^ l ^ l 2 < M , 因而对于每个固定的 i , 有 M fc )| < M 对任意 fc 成立，由 

{ xf } C 及 { x ^} 为有界数列可知，它一定有收敛子序列.对于 i = 1， {4 fc) } 在 
R 中一定有收敛的子序列 { x ^ m ) }; 同样，对于 i = 2, 在丑中一定有收敛的 

子序列，不妨仍记为依照同样的方法,可以找到 n 个子序列，即 {4 fcm) }, 
{4 km ) }, ■■- ，{^ m ) } 都收敛.由 w 中度量的定义容易知道{办}的子序列 { x fem > 
一定收敛， 所以， F 是紧集. 

紧集上的连续算子还具有一些关于不动点的性质.下面先看看不动点的定义 
和一个非常简单的例子. 
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定义 1.3.4 设 { X , d ) 为度量空间 ， f C 久， T 为 F 到 F 的映射,若: c Q e F ， 
HU Tx 0 = x 0 , 则称 x 0 为 T 的不动点. 

先看看下面很有意思的例子： 

例 1.3.2 若/是[0, 1] 到[0, 1] 的连续函数，则/在[0, 1] 一定有不动点吻, 
使得 f ( x 0 ) = X 0 . 

实际上，如果/( 0 ) = 0 或/⑴= 1 ，则明显地，/在[ 0 ， 1 ] 一定有不动点•假 
如/⑼= 0 和/⑴= 1 都不成立，那么对于 0 (; r ) = /( a ;) — z ， 有 g ( 0 ) > 0 ,并且 
5 ⑴ < 0 ,由连续函数的中值定理可知，存在吻€ ( 0 , 1 )，使得 g ( x 0 ) = f ( x o )- x o =0, 
所以，/在[ 0 ， 1 ] 一定有不动点. 

容易知道， [ 0 ， lj 是 i ? 上的闭凸集，将上面的结果推广到[ 0 ， 1 ]上的紧凸集，就 
得到了 Brouwer 不动点定理， Brouwer 在1912年证明了欧几里得空间的不动 
点定理. 

定理 I. 3 . 7 ( Brouwer 不动点定理）设把为欧几里得空间 ， F 为 R n 的紧凸 
集，若 T 为 F 到 F 的连续映射，则存在吻 6 F , 使得 r 耶 = : r 0 _ 

设 A ： 为线性空间 ， F C X ,则 F 是凸集指的是对于任意的 x,y e X ,及任意 
A 6 (0,1)，有 Ax + (1 — \)y E F . 



凸集 非凸集 


1922 年， Birkhoff 和 Kellogg 证明在 Z 2 中不动点定理成立. Schauder 在1930 
年还把上述不动点定义推广到赋范空间，即赋范空间中的任一紧凸集具有不动点性 
质，而 Tychonoff 进一步证明局部凸空间的任一紧凸集也具有不动点性质. 

1.4 完备性与不动点定理 

由数学分析中实数列的极限知识可知，数列是 Cauchy 列当且仅当 { x n } 
为收敛数列， Cauchy 列这一概念亦可推广到度量空间. 

定义 1.4.1 设 ( X , d ) 是度量空间，为 X 的序列，若对任意 e > 0,存在 
正整数 iV ， 使得 m，n > TV ■时，有 d ( x m , x n ) < e , 则称 { a ；„} 为 Cauchy 列. 
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明显地，若 { x n } 为度量空间 { X , d ) 的收敛列，则 { x n } 一定是 Cauchy 列，但 
反之不然. 

例 1.4.1 设 Q 为全体有理数， d ( x , y ) = |；c - 2 /|，则 ( Q , d ) 为度量空间，且 



是 Cauchy 列,但 { (1 + } 


在度量空间 ( Q , d ) 中不是收敛列. 


定义 1.4.2 若度量空间 { X , d ) 的每一个 Cauchy 列都收敛于 X 中的点，则 
称 ( X , d ) 为完备的度量空间. 

完备的度量空间具有很好的性质, FVechet 在他的博士论文中就已经仔细地区 


别完备与非完备的度量空间了. 


例 1.4.2 所有实数收敛数列全体 c , 在度量 d ( x , y ) = sup|xj - yi \ 下是一个 
完备的度量空间. 


例 1.4.3 欧几里得空间 / T 是完备的度量空间，事实上，如果{抑}是 Cauchy 
列，则对于每个固定的 i , 由 


|4) 一 4—K 亡 14) — W—K d(xi,x m ) 

i=l 


可知 i x i ^} 是丑中的 Cauchy 列，因而存在: z ： i ， 使得 &lim 令 : r = (%)， 

则 lim 抑= a ;， 所以，丑 n 是完备的度量空间. 

k—*oo \ 

常见的序列空间 Co ， U p (l < P < 00 ) 都是完备的度量 空间. 

在数学分析中，大家都知道闭区间套 定理： 如果闭区间列 {[ a n , b n ]} 满足如下 
条件: 

(1) [ d n + i ，6 n + i ] C [ fln ，6 n ]， 几 = 1，2,3, • • •； 

(2) lim \ a n - 6 n | = 0. 

n—*oo 

则存在唯一的 《 G [ a n ， b n ](n = 1，2,3, • • •)， 使得 Jirn ^ a n = lirn ^ b n = 

在完备的度量空间，有类似的 结论： — ^°° 

定理 1.4.1 设 ( X ， d ) 是完备的度量空间， B n = { x | d ( x , x n )^ r n }, B 1 DB 2 D 

• • • D B n D B n+1 D …，并且 lim = 0. 则必有唯一的 x e B n . 

n-^oo n =l 

证明 由于 lim r n = 0，因此对于任意的 € > 0, 存在 iV ， 使得 n 〉 iV 时，有 

n—»oo 

r n < e . 对于 m > n > N , 由 B m C B n 可知 rf ( x m , x n ) < r n < e , 因而 {〜} 是 
Cauchy 列.因为 X 是完备的度量空间，所以有 : c e X ,使 lim = rr . 

1 n—*oo 

oo 

由 d { x n + p , x n ) < r n 可知 d ( x , x n ) < r n 对任意 n 成立，因此 x e B n . 

n=l 

假设 y G n Bn ， 则由 d ( y , x n ) < r n 可知 lim 〜= 2 /，所以 x = y ， 即 f | B n 

n=l n—oo n=l ， 

中只含有一点. 
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该定理的几何意义是很明显的，如果有一列闭球， 
像洋葱一样，闭球内还有闭球，并且半径越来越小趋 
于0,则一定有一点在所有的球里面（如左图所示). 

例 1.4.4 设 ( X , d ) 是一个度量空间，若对 X 
中任意一列闭球 Bx D B 2 D ■■■ D B n D B n+1 D •••, 
这里 = { a ：| d (； E ， x „) 彡 r „}， 当 lim r „ = 0 时，一 

n ― >oo 

定有唯一的 I e n B n , 试证明 ( X , d ) 是完备的度量 

n=l 

空间. 


证明设:^是 X 的 Cauchy 歹! J , 则对 q 存在 使得 n fc 〉时， 

有 d ( x nki x nk+1 ) < £ k - 不妨把 nfc 取为 m < n 2 < … < n/c < … • 


令执 = S ^ x \ d ( x , x nk )^ ^|, 则当 y G 时，有 


d{y ， x nk ) ( d[y ， x nk+1 ) -f- d(x nk+1 ,x nk ) ^ ^fc+T + 2^+1 = 开， 


因而 Bfc d B k+1 . 

由 lim r fc = & = 0 可知存在唯一的 a ; e f | B k , 从而 d ( x nk 1 x ) ^ 因此 

k—^oo Z K Z K 

lim Xn k = A 由是 Cauchy 列可知 lim 〜= 所以度量空间 ( X , d) 是完 

k ― >oo ti — >oo 

备的. 

思考题 1.4.1 在上面定理中，若去掉条件 n lim r n =0, 定理是否成立？ 
实际上，设 X 为所有的正整数全体，对任意 X ，定义 


p{^,y) = { 


1 + ^ T ? 
0 ’ 


当 a : # j / 时， 
当 a : = 2/时. 


则 p 是久上的一个度量，容易验证 ( X , p ) 是完备的度量空间.对任意正整数 n ， 取 
B n = | a :| d ( n , a ;) ^ 1 + = { n,n + 1, n + 2, • • • }, 就有 Bx D B 2 D ■ ■ ■ D B n D 

札 +1 〕…，但 Q B n 为空集. 

思考题 1.4.2 在上面定理中，若去掉度量空间完备的条件，定理是否成立？ 
一个度量空间如果不是完备的，则用起来比较困难，好在 HausdorfF 早就证明 
任意一个度量空间都能够扩展成一个完备的度量空间. 

把某些方程写成 ：r = / h ) 的形式,把求解问题转化为求算子的不动点，然后利 
用逐次逼近法来求不动点，是一种很早就使用的方法，牛顿求代数方程的根时用的 
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切线法就是这种方法，后来 Picard 用逐次逼近来求解常微分方程， Banach 在1922 
年用度量空间及压缩算子描述这个方法，这就是 Banach 不动点定理. 

定义 1.4.3 设( X , d ) 是度量空间, r 是 X 到 X 的算子，若存在实数 a € [0,1)， 
使得对一切 : r，y e 久，尤# y ， 都有 - 

d ( Tx , Ty ) < ad ( x , y ), 


则称 r 为压缩算子. 

例 1.4.5 设/为实数 i ? 上的可微函数，且在 i ? 上有 \ f ( x )\ < a < 1，则 
d { f ( x ), f ( y )) = \ f ( x ) - f ( y )\ = |/ , ( C)||x - y \ ^ ad ( x , y ), / 为 i ? 到 的压缩算子， 

如/⑷^ +丨就是丑 到尺 的压缩算子. 

反过来，若/为实数 i ? 上的可微函数， f 为 R 到 R 的压缩算子，则一定有 
ir ( x )| ^ a < 1对所有的 xGR 成立.实际上，由于 


I /'⑻ I 


lim 
Ax — >0 


j /( a : + Ax ) - f { x )\ 
Ax 


彡 lim 
Ax —»0 


a\(x -f Ax ) — x \ 
Ax 


a < 1， 


因此， \ f { x )\ ^ a<l 对所有的 xeR 都成立. 

明显地，若: T 是度量空间 ( X , d ) 的压缩算子，则 T 一定是连续的.事实上，若 
〜 — 吻，则 d ( Tx n , Tx 0 ) ^ ad ( x n , x 0 ) — > 0,因而 T 是连续的. 

压缩算子最重要的性质是它在完备度量空间的 Banach 不动点定理. 

定理 1.4.2 设度量空间（ X , 是完备的，: T 是压缩算子，则 r 有唯一的不动 
点，即存在唯一的: r ， 使得 Ta : = 1 

证明 在 X 上取一固定的点％，令 

x \ = Txo , X2 = Txi — T 2 xq , • ■ • , x n = Tx n -i = T n xo , 

则对正整数 n > 1 及 p > 1，有 


^(•^n+pj ^n) ^C?(^n+pj l) + 以(尤 n+p—1 ，尤 n) 

$n+p — 1) + d (工 n+p—1 ， $n+p—2) + d(Zn+p —2, 尤 n) 


<d(T n +p ， Xn+p—i) + diXji^p—i , X n +p_2) + . . _ + d($n+l ， ^n) 

^(T^xo^^xo) + d{T n+p - l x 0 ,T n+p - 2 x 0 ) 

+ ... + d{T n+1 x 0 ,T n x 0 ) 

^ad^+P^xo^+P^xo) + ad{T n+p - 2 x 0 ,T n+p - 3 x 0 ) 

+ .-- + ad ( T n ; c 0 ，； r n - 1 a ；0 ) 
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^a n+p_1 rf(Txo,xo) + a n+p ~ 2 d(Tx 0 , 吻 ）+ …+ a n d(Txo,xo) 
0J 1 

^ z d{x\ , )• 

1 一 a 


由 0彡 a < 1 可知 {xn} •为 Cauchy 歹! J， 因为 (X, d) 是完备的，所以存在 x G X, 
使 lim 由 x n+ i =Tx n 可知 a; = ra;， 因此 x 为 T 的不 动点. 

n—^oo 

假设 y 是 T 的另一个不动点，并且 : r # 2/，则 d(a;,y) = d(Tx,Ty) ^ ad{x,y) < 
d(x,y), 矛盾,所以 a; 是 T 1 唯一的不动点. 

容易看出，若 T 是压缩算子，则 r 2 也是压缩算子.但 r 2 是压缩算子时， t 不 
一定是压缩算子. 

例 1.4.6 T 不是压缩算子时,可能存在 n G N, 使得 T n 是压缩算子. 

设 r 是从空间 <7[0, 1] 到 <7[0, 1] 内的映射，对于: c e C[0, 1]， Tx(t)= [ x(u)du, 

Jo 

0 彡亡 < 1. 这里 (7[0, 1] 的度量为 d(x,y) = max |x(i) - y(t)\. 

明显地，有 


d{Tx, Ty) = max 


I x(u)du - j y(u)du 


< d(x,y). 


令 ; r(t) = A,y(t) : - B ， 这里災和 B 为常数 ，则 


d(Tx,Ty)=m f x 


f Adu — f Bdu 

Jo Jo 


=\A-B\ = d(x，y)， 


因此，不存在 a € [0,1)， 使得 


d(Tx,Ty) < ad(x,y) f 


从而 r 不是压缩算子. 

对任意 x,y e C[0,1], W 


d(T 2 x, T 2 y) = max 



[x(v) — y(v)]dvdu 


^ max 


ud(x, y)du 


2 


d{x,y). 


所以， r 2 是压缩算子. 

推论 1.4.1 设（X， d) 是完备度量空间，4为 A •到X的算子,若存在某个正 
整数 n > 1,使得是压缩算子，则4有唯一的不动点. 

证明若 d(A n x,A n y) < ad(x,y), 对任意的 x,y E X, x ^ y 成立，则令 
r = 由上面定理可知 r 存在唯一的; r e X ,使得: Ta : = a ;. 

假如; r / Ar , 则由! Fa ; = x = A ™ a ; 及 TAx = A nJrl x = Ax 可知 
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d ( x , Ax ) — d ( Tx , TAx ) ^ ad ( x , Ax ) < d ( x , Ax ), 

矛盾，从而 : c = Ac , 即 a ; 为 A 的不动点，并且当2/是4的另一个不动点时，?/ 一定 
是: T 的不动点，因而 rr = y , 所以4只有唯一的不动点 L 

另外，明显地，若吻是乂的不动点，则对于任意正整数 n ^ l , x 0 也是的 

不动点. ； _ 

例 1.4.7 试求方程 a : = ^2+ \/2 + v /2 + x 的根. 

解令 X = [0,+ oo ), d ( x , y ) — _ J /|， 贝 ！ J { X , d ) 是完备的度量空间，定义 

m — 容易验证 ’ 

d ( Tx , Ty ) ^ ^ d ( x , y ), 

因而，存在不动点; Eo , 使得 r ； r Q =抑，并且 a ;。 = 2. 

明显地 ， lo = 2也是 T 3 : X X , T 3 x = \]2 + y /2 + ^ x 的不动点，所以， 

方程 x — y 2 4- \/2 + y /2 + x 有根 ; eq = 2. 

思考题 1.4.3 在不动点定理中，若将条件“度量空间 ( X , d ) 完备”去掉，定 
理成立否？ 

思考题 1.4.4 在不动点定理中，若将条件“存在 a < 1使得 d ( Tx , Ty )^ 
ad ( x , y ) 对任意 x ^ y 都成立’’换为 u d ( Tx , Ty ) < d ( x , y ) 对任意 x 手 y 都成立”，定 
理成立否？ 

容易找到反例证明上面两个问题的答案都是否定的. 

在证明不动点定理时，采 用〜 +1 = 进行逐次迭代的方法，这是一种在近 

似计算中很常用并且很有效的方法，利用逐次迭代法，就可以很容易地估计〜与 
不动点 z 的误差，只需在 

a n 

^ j i^n J rP')'^n) ^ ^ } Xo) 

中令 P — 00,则可得到误差估计式 

a n 

Xfi ) ^ ~ d { x \ , 2 ^ 0 ) • 

1 — a 

根据 Banach 不动点定理，不但可以知道不动点的存在性和唯一性，而且可以 
容易地构造出迭代程序 x n+l = T ; r „ ，由 

Q 71 

Xji ) ^ ~ , 3^ o )> 

可以逼近不动点到任意精确的程度，因此在 Banach 提出不动点定理半个多世纪以 
来，压缩算子和不动点定理得到了深入的研究，许多有关不动点的结果己经成功地 
应用于 Banach 空间中非线性 Volterra 积分方程、非线性积分方程和非线性泛函微 
分方程解的存在性与唯一性的研究. 
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Banach 不动点定理有着非常广泛的应用,但压缩算子的条件却太强了.从 Ba ¬ 
nach 不动点定理的证明不难看出下面关于 Picard 迭代的结果. 

例 1.4.8 设度量空间 ( X , d ) 是完备的， T 是连续算子 ，: co e X ， x n+1 = Tx n , 

oo 

满足 > : d ( X n ， 3^ n + i ) 〈 oo , 则序列 仁 收敛到 T 的某个不动点: c ， 并且 

n=0 

oo 

d,{x^ Xji) ^^ d(^Xj ? ). 

i=n 

证明对于任意的 m，n e iV ，0 彡 n < m ， 有 

m —1 

*^ m ) ^ > : d { Xi ^ 
i=n 

因而 { x n } 为 Cauchy 列，因此，对 lim 〜 = z ， 有 x = T ^. 

n—>oo 

令 m — oo , 有 

oo 

d { x ^ Xji ^ = lim d { xji^XfYi \ ^ 、 d { xi 7 xi ^.\). 

i—n 

不动点定理在代数方程、微分方程、积分方程等的求解问题上有着非常重要和 
广泛的应用. 

例 1.4.9 试用不动点定理证明方程/ + 12 Z - 11 = 0在[0, 1] 上有实根. 
证明令 /(X) = ^( ll - x 6 )， 则方程 x 6 + 12 x — 11 = 0有解等价于/ : [0, 1]— 

[0, 1] 有不 动点 ; r S [0,1], 使得/⑷= 

明显地，取 X = [0, 1]， d ( x , y ) = |;r -2/1 时， ( X , d ) 是完备的度量空间. 

由于对任意: r，y e X ，有 " 

d { x , y ) =\ f ( x )- f ( y )\ 

= l |( n - a ； 6 )- i ( ii- y 6 )i 

=&l(y 3 - 工 3 )(2/ 3 + 尤 3 )1 

= ^ l ( y 3 + x 3 )( y 2 +xy + x 2 )( x - y )\ 

^^ l ( l 3 + l 3 )( l 2 + lxl + l 2 )( x - y )| 

=\ d { x ， y )- 

因此 / 为压缩算子，因而由 Banach 不动点定理可知存在唯一的吻€ X ，使得 
f ( x 0 ) = x 0 , 所以方程 a : 6 + lh - 11 = 0在[0, 1] 上有实根: c 0 . 
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德国数学家 Lipschitz 在1876年给出了关于微分方程的初值问题有唯一解的 
结果. 

— = fU x \ 

例 1.4.10 对于微分方程^ ^ ’ ’若 f ( t , x ) 在矩形 M = {( t , x )\\ t - 

工(亡 o ) = t 。， 

to \ ^ a , \x - x 0 \ < b } 上连续，并且在 M 上关于 re 满足 Lipsehitz 条件，即存在 
■ ft ： 〉0,使得 

\ f ( t , x ) - f ( t , y )\ < K \ x - y \ 对任意 ( f , x ), ( t ,2/) G M 成立. 

试证明微分方程的初值问题有唯一解 x ( t),te [ a \ b f ], 其中 

h < min a , H , H = max \ f ( t , x )|, a f = to — h , b f = toh . 

H K ( t ， x)€M 

证明 （1) 构造一个合适的完备的度量空间•令 CK ，6'] 为 [ a ', b '] 上的所有连 
续函数全体，定义 

则 { C [ a ', b % d ) 为完备的度量空间. 

对 x 0 ( t ) = xo E C \ a /, b % ^ F = {x G C \ a ', b '\\ d { x , x 0 ) ^ i / ft }, 则 F 为 
( Cia ^ b ' U ) 的闭子集，因此 ( Y , d ) 是完备的度量 空间. 

(2) 定义 y 到 f 的算子 r . 由于上面微分方程的初值问题可以用等价的积分 

方程表示为 t 

x ( t ) = x 0 + f ( s , x ( s )) ds , x S C [ a ', b '], 

Jt 0 

定义 r : y — y 为 

( Tx )( t ) — x 0 + I f { s , x ( s )) ds , x eY , 

Jt 0 

容易验证: T 将 y 映到 1". 

(3) 下证 T 为 y 到 y 的压缩算子.对于任意: r，y € R 由于/在 M 上关于 x 
满足 Lipschitz 条件，故 

\( Tx )( t ) - ( Ty )( t )\ = [ [ f ( s , x ( s )) - f ( s , y { s)))ds 



^Klt-tol^x^y), 


因此 


d{Tx, Ty) ^ ad(x,y), 
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这里 0 < a = k/i < 1 ，因此 r 为 y 到 y 的压缩算子 . 

(4) 由 Banach 不动点定理可知，存在唯一的不动点 xeY,^MTx = x . 其实 

x 就是积分方程 = x 0 -\- J f(s,x(s))ds 的唯一解，所以微分方程的初值问题有 
唯一解 x{t)^t e [a / ,6 / ]. 

Volterra 积分方程是由意大利数学家 Volterra 引入，并由 Lalescu 于 1908 年 $ 
论文 “ Sur les equations de Volterra” 中研究的 . 

例 1.4.11 设 K(x,y ) 是矩形 rc，y e [0 ， 1] 上的连续函数， #c) € C[0 ， 1], 
sup K(x,y) = M < + 00 ,试证明 Volterra 积分方程 

0<x,y<l 

/ ⑷ =A / K(x,y)f(y)dy + (p(x) 

Jo 

在 qo, l] 中有唯一解 . ^ 

证明对 Volterra 积分方程 /(a；) = \ j K(x, y)f{y)dy + 定义算子 T : 

C[0,1] — (7[0, 1 ] 为 *'° 

(T(f))(x) = X f K(x,y)f(y)dy + 4>{x), 

Jo 

则对于 /h^eqo, l ], 有 


|T(/0 ⑷ -T(/ 2 ) ㈤ I 


a / K(x,y)[fi(y) - / 2 ( 2 /)]dt/ 


故 


|T 2 (/ 1 )(x)-T 2 (/ 2 )(x)| 




<|A|Mxmax|/i(a;) - / 2 (x)|, 


A / K{x,y)[Th{y)-Tf 2 {y)\Ay 


_ 乂 — /2( _ 


类似地’有 


<|A| 2 M 2 max |/i(x) - / 2 (a：)| / ydy 
*e[o,ij Jo 

=|A| 2 M 2 ^- max |/i(a;) - f 2 (x)\. 

I xG[0,l] 


\T n (fi)(x) - T n (f 2 )(x)\ ^|A| n M"- max^ - f 2 (x)\ . 


翁 — /2 ⑻ 丨， 
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从而 


由 lim | A | n M " 


d ( T n h , T n f 2 ) 《 


\ X \ n M n ~ < 1. 

所以，由前面的推论可知 Volterra 积分方程 /( a ：) = A / K ( x , y ) f ( y)dy + ( j )( x ) W 

Jo 

唯一解. 


习题一 

1.1. 设 X = {1,2,3}, 试在 X 上定义两种不同的度量，使 X 成为度量空间. 

1.2. 设 h = |( xi)|xi € R ， Y 2\ x i \ < °°|» 对任意 x = ( xi),y = ( yi ) £ h , 

oo 

d ( x , y ) = ^2 \ x i 一 2/ il , p ( x ^ y ) = SU P \ x i - ViV 试证明 d 和 p 为 x 上的两个度量，且 

i=l 

存在序列 { x ra } C h , x 0 € h , 使得 p { x n , x 0 ) — 0, 但 d ( x n , xo ) -> 0 不成立. 

1.3 . 设 ( X , d ) 为度量空间，对任意 x , y £ X , 定义 

( d { x , y ), 当 d ( x ， y ) < 1 时， 

p (^, y ) = s , 

{ 1, 当 d ( x , y ) 彡 1 时. 

试证明 p 是 X 上的一个度量. 

1.4. 试找出一个度量空间 （ X ， d ), 在 X 中有两点 a ;,% 但不存在 2 e X ，使得 
d ( x , z ) = d ( y , z ) = ^ d { x , y ). 

1.5 . 设 ( X , d ) 为度量空间，定义 p ( x , y )= ln [ l + rf ( a :, y )], 试证明 { X , p ) 为度量 
空间 • 

1.6. 在 L 中，设 F 为非空子集， G 为开集，试证明 F + G 为开集. 

1.7 . 设 ( X , d ) 为度量空间，试证明对任意 x 0 € X,r > 0,闭球 B ( x 0 , r ) 是闭集 • 

1.8. 在 Zoo 中，设 M = {(而)|只有 限个巧 不为 0}, 试证明 M 不是紧集. 

1.9 •设 ( X , d ) 度量空间， io ,2 /o £久，且 t /( x 0 ,7) C U ( y 0 ,3), 试证明一定有 
f /( x 0 ,7) = [/( y 0 ,3) 成立 • 

1.10 . 设 ( X , d ) 为度量空间， FCX , 试证明俨= ( F ^ f . 

1.11 . 设 ( X , d ) 为度量空间， F c X , 试证明 F 是所有包含 F 的闭集的交集, 
即 F 是包含 F 的最小闭集. 
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1.12 . 设 (X,d) 为度量空间， FCX, 试证明 d(x,F) = inf{d(x,y)\y e F } 为 X 
到 [0,+ oo ) 的连续算子. 

1.13 . 设 (X,d) 为度量空间， GCX, 试证明是 G 所包含的所有开集的并 
集，即为 G 所包含的最大开集. 

1.14 . 设 (X,d) 为度量空间， F 为闭集，试证明存在可列个开集 G „ ，使 P == 

oo 

n G n . 

n ~ 1.15 .设 (X,d) 为度量空间， FCX, 试证明 {x\d{x,F)<e} 是开集. 

1.16. 试证明 L 是完备的度量空间. > 

1.17 . 设 (X,d) 为度量空间， F a (a e A ) 为 X 的一族子集,试证明 ( C\ F a ) C 

Wa ) 

n k - 

aeA 

1.18. 证明 co 中的有界闭集不一定是紧集. 

1.19 •设 {X,d) 为度量空间， p(x,y)= 1 d( ^~ y) v 试证明 (X,p) 是完备的当且 

1 + a(x,y) 

仅当 (X,d) 是完备的. 

1.20. 设 X = [ l ,+ oo ), d ( x , y ) = \l/x-l/y\, 试证明 (X,d) 为度量空间，但不是 
完备的. 

1.21. C [0, l],d(x,y) = sup | x ( t ) - y(t)\ 中，试证明 

F = {/€C[0,1]|/([0,1])C[0,1]} 


是 C [0，1] 的有界闭集. 

1.22. 试证明度量空间 ( X , d ) 上的实值函数/是连续的当且仅当对于任意 
eeR , { x \ f ( x ) < e } 和 ( x |/( x ) ^ e } 都是 ( X , d ) 的闭集. 

1.23. 设 /， g 为度量空间 （ X ， d ) 到的连续泛函，试证明 max {/ )5 }, min {/, 5 } 
都是 ( X , d ) 的连续泛函. 

1.24 . 设 i ? 为实数全体，试在上构造算子1，使得对任意 x ， j / e i ?， a : / j /， 都 
有 | T:c - ry | <\ x - y\,iBT 没有不动点 • 

1.25. 设函数 f { x , y ) 在 H = {( a :, j/)|x e [ a , b],y € (- oo ,+ oo )} 上连续，处处都 
有偏导数 / yar ， y ), 且满足 

0 < to < f ' y { x , y ) ^ M < + oo . 

试证明 f ( x , y )^0^ E [ a , b ) 上有唯一的连续解 2 / = <^( x ). 

1.26 . 设 { X , d ) 为度量空间， r 为 X 到 X 的算子，若对任意 x , yeX , x ^ y , 
都有 d { Tx , Ty ) < d ( x , y),RT 有不动点，试证明 r 的不动点是唯一的. 

1.27 •设 ( X , d ) 为度量空间，且久为紧集， T 为 X 到 X 的算子，且 : r # 2/时， 
有 d { Tx , Ty ) < d { x , y ), 试证明 r 一定有唯一的不 动点. 
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1.28. 试构造一个算子 t ： i ? 2 r \ 使得 r 不是压缩算子，但 r 2 是压缩算子. 

1.29. 试用迭代法求出方程 x 3 + - 4 = 0在 [0,1] 的近似解. 

1.30. 设 X = [1, + 00 ), d ( x , y ) = \x — y \, T \ X X , Tx = x /3 + 1/ x , 试证明 r 
是压缩算子. 


Fr6cliet ( 弗雷歇） 

Frechet , 1878 年 9 月 2 日出生于法国的 Maligny . 1906 
年在巴黎高等师范学校获得博士学位，博士论文为“关 
于泛函演算若干问题” (surquelques pcincs du calcul fonc - 
tionne ), 导师是 Hadamard . 19 2 9 年， Prechet 接受 Borel 
的邀请到著名的巴黎大学执教，在巴黎得到一个终生教授 
职位，直到 1949 年退休 • 

FYechet 的博士论文开创和发展了 一般拓扑学. Can ¬ 
tor , Jordan , Peano , Borel 等发展了有限维 Euclid 空间的 
点集理论; Volterra 和 Ascoli 等数学家，包括 Hadamard 也 
开始考虑把实值函数作为空间的点. Prechet 的论文统一了这两种趋势并提供了一 
个公理性结构. 

Prechet 对收敛序列的极限概念给出一组公理，在此基础上对导集、闭集、完备 
集和内点集基本拓扑概念给出了定义.他还引入了重要的紧桂概念，并给出了紧集 
的基本性质. 

FYechet 在其博士论文中第一次给出度量空间的公理，并讨论了一系列函数空 
间连续线性泛函的形式和 性质. 1907 年，他与 Riesz 相互独立地证明了平方可积 
函数空间中的线性泛函表示定理，现在称之为 FVechet-Riesz 定理. 1908 年，他与 
Schmidt 一起在 Hilbert 空间性质的研究中引进了几何语言. 1911 年，他还研究了 
泛函的微分. Frechet 还出版了几部著作，如 《Fredholm 方程》、《抽象空间》等. 

退休以后， FYechet 依然是一个活跃的数学家，对广义相关系数、抽象空间中取 
值的随机变数，以及测度为零的线性集的分类等，还做出过贡献. 
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虽然不允许我们看透自然界本质的秘密，从而认识现 
象的真实原因，但仍可能发生这样的 情形： 一定的虚构假 
设足以解释许多现象. 

Euler (1707 —1783,瑞士数学家） 


1908年， Schmidt 讨论由复数列组成的空间|(^)| J 2\ z i \ 2<00 j 时引入记号 

^ 2 ,||^||后来就称为 z 的范数.赋范空间的公理晕早出现在 

1918年 Riesz 关于 C [ a , b ] 上紧算子的工作中，不过赋范空间的定义是在 1920—1922 
年间由 Banach , Hahn , Helly 和 Wiener 给出的，在这些工作中， Banach 的工作最具 
影响. 


INI 来表示 

\i=l 


2.1 赋范空间的基本概念 


线性空间是 Peano 在 Geometrical Calculus (1888 年出版）中引 进的. Banach 在 
1922 年的工作主要是建立具有范数的完备空间，以后为了纪念他，称之为 Banach 
空间.他定义的空间满足三组公理，第一组公理定义了线性空间，第二组公理定义 
了范数，第三组公理给出了空间的完备性. 

定义 2 . 1.1 设 K 是实数域或复数域 C ， X 是数域 K 上的线性空间，若 
|| • || 是 X 到 ft 的映射，且满足下列 条件： 

(1) |M|>0, 且 ||a:||=0 当且仅当 a; = 0 ; 

(2) ||Ax|| = |A| ||x||, 对任意 xeX 和任意 X&KI 

(3) ||x + y|| < ||x|| + ||y||, 对任意 a;, y & X . 

则称 || • || 为 X 上的范数，而 ||x|| 称为 z 的范数，这时称（ X ， IHI) 为赋范线性 
空间. 

明显地，若（ X, || . ||)为赋范线性空间，则对任意 x , y € X , 定义 d { x , y ) = 
\\ x - y \\ ( X , d ) 为度量空间，但对一般的度量空间 （ X,d), 当 X 为线性空间时， 
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所以,咖 0 ,0)不是 s 上的范数. 

问题 2.1.1 对于线性空间 X 上的度量 d , 它满足什么条件时，||刈= d ( x ,0) 

才能成为范数？ 

定理 2.1.1 设 X 是线性空间， d 凫 X 上的度量，在 X 上规定 || a ;|| = rf (^0), 
则 X 成为赋范线性空间的条件是 

(1) d ( x , y ) = d{x - j /,0), 对任意 x , y £ X \ 

(2) d (\ x ,0) = | A | d (®:,0), 对任意 x £ X 和任意 X G K . 

下面举出赋范线性空间的一些例子. 

( 00^00 

例 2.1.2 对于 Zi = < {Xi)\xi e K ,^2\ xi \ < 00 >, || x || = ^2 \ x i\ 是 h 的范数， 

t - i=l J i=l 

即 (/ i ,| M |) 是赋范线性空间. 

例 2.1.3 对于 1 < p < oo , ~ = 


INI = 
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下是赋范线性空间. 

例 2.1.4 Zoo = {( xi)|xi € i ^, sup | xi | < 00 } 在范数 || x || = sup | xi | 下是赋范线 
性空间. 

例 2.1.5 co = {{ xi)\xi e K , lim Xi = 0} 在范数 || x || = sup | xi | 下是赋范线 

i—*oo 

性空间. 

例 2.1.6 C [ a , b ] = { a ; (卿）为 M ] 上的连续函数 } 在范数 || x || = sup | x ( f )| 
下是赋范线性空间. 

由于赋范空间在度量 d { x , y ) = \\ x ~ y \\ 下是度量空间，因此，在度量空间所引 
入的序列收敛，开（闭）集、稠密和紧集等概念都可以在赋范线性空间中使用. 

定义 2.1.2 设 X 是赋范空间 { x n } C X , a : 0 € X ,若; r „ 依度量 d ( x , y ) = 
||x - y || 收敛于 x 0 , 即 lim || x „ - a ； o || = 0,贝嘛 x n 依范数 || • || 收敛于 x 0 , 记为 

n—^oo 

INI 

•^n ~ > Xq . 

在赋范线性空间中，仍然用 U ( x 0 , r ) = {xG X \ Hi-xoll < r *} 记以吻为球 
心、 r 为半径的开球，用 B ( x 0 , r ) = {x e X \ || a ; - a ： o ]| < r } 记以; r 0 为球心、 r 为 
半径的闭球.为了方便，用= { a ; e X | ||: c || = 1} 记以 0 为球心、 1 为半径的闭 
单位球面.用& e XI ||邱< 1} 记以0为球心、1为半径的闭单位球.用 
t / x ={^ eX ||| a ;|| < 1} 记以0为球心、1为半径的开单位球 • 

例 2.1.7 在 Euclid 空间丑 2 中，对于 a ; = ( x !, x 2 ) 可以定义几种不同的 范数： 

Iklli =W + NI ， 

N | 2 =( w 2 + M 2 )*， 

|| x || 3 = max {| xi |, | x 2 |}. 

则对吻 =(0, 0 )，r = 1，闭球 5( x 0 , 1) 在不同范数下的形状为 



B\ = {x| ||x||i < 1} 


B2 = { x | ||x||2 < 1 } 


B 3 = {x\ \\x\\3 ^ 1 } 
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思考题 2 . 1.1 设（ X ， || • ||)是赋范线性空间，问开球 U { x Q , r ) 的闭包是否一 
定是闭球 B ( x 0 , r)l 

思考题 2.1.2 设（ X ， || • ||)是赋范线性空间，问闭球 B ( x 0 , r ) 内部是否一定 
是开球 U ( x 0 , r )? 

在赋范线性空间中，加法与范数都是连续的. 

定理 2.1.2 若 （ X ， 11.11) 是赋范空间 a: n -» a ;。， — 如， 则 x n + y n -> x 0 + y 0 . 
证明 S \\{ x n + y n ) - (xo + j / o )|| < I | x „ - x 0 || + \\ y n - J / o || 可知定理成立. 
定理 2.1.3 若 （ X ， || . ||)是赋范空间， 〜 — 耶， 则 || i „|| -> || x 0 ||. 

证明 由 || x „|| ^ || x n ： f - x 0 || + IMI 和 || x 0 || < \\ x n - x 0 || + || x „|| 可知， 

I W - Ikoll I < || x „ - x 0 ||, 因此 || x „|| -*• || a ； o ||. 

定义 2.1.3 设（ X， il . II ) 是赋范线性空间，若 { x n } C X , || x m - i n || 

0 ( m，n -> oo ) 时，必有 a ; e X ，使 || a :„ - x | 卜0,则称（ X ， || • ||) 为完备的赋范线 
性空间. 

根据 R : echet (1928) 的建议，完备的赋范线性空间称为 Banach 空间. 

不难证明， Co , Z p (l < p < oo ), Zoo 都是 Banach 空间 • 

在数学分析中，曾讨论过数项级数、函数项级数,类似地，在赋范线性空间中， 
也可定义无穷级数. 

定义 2.1.4 设（ X ， IHI ) 是赋范线性空间，记&二心+奶+…+ ‘若序 
列{5„}收敛于某个 xeX , 则称级数 f >„ 收敛，记为 a ： = fy n . 

n=l n=l 

定义 2.1.5 设( X ，||_||)是赋范线性空间，若数列 {IMI + IHI + M . + llogi } 
收敛，则称级数 f ^ Xn 绝对收敛. 

n=l 

在数学分析中绝对收敛的级数一定是收敛的，但在赋范空间上却不一定成立， 
先来看下面的定理. 

定理 2.1.4 设（ X , || . ||)是赋范线性空间，则（ X ， || . ||)是 Banach 空间的充 
要条件为 X 的每一绝对收敛级数都收敛. 

oo oo 

证明 设（ X，II . ||)是 Banach 空间，且绝对收敛，则由 [ lk „|| < oo 

n=l n=l 

可知，对于 SW = Xi + X 2 + ... + 4,有 

11 ^n-\-p — *5 n || = I |x n _j_i + . • • + X n +p|| < ||x n +i|| + • • • + I |^n+p| I ~^ 0 (71 — > OO), 
因此 { S n } 是 X 的 Cauchy 列，由（ X ， H) 的完备性可知，存在 x € X 使 lim & = 

71— >00 
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X, 即 ^ X n = X. 
n=l 

反之，设 X 的每一个绝对收敛级数都收敛，则对于 X 的 Cauchy 列 {: r „}， 对 
\ 

4 =开，有 m < n 2 < • • • < n fc < n fc+ i < …，使得 

||^n fe+ i - x n k \\ < 2 k ( 念 = 1 ， 2 ， •••)， 


因而 > : Il *^^ fe+i — Tnfc || < 十⑺. 

fc=l 


oo 

由假设可知 [( x nfc+1 -X nk ) 收敛于某个 a : € X ，即 { x nfc } 收敛于 a :， 所以 〜 

fc=i 

必收敛于 a 从而 （ x ， ini ) 完备. 

事实上，在实数空间 i ? 中，正是由于 _ r 的完备性才保证了绝对收敛级数一定 
是收敛的. 

定义 2.1.6 设（ X , IMI ) 是赋范线性空间，若 M C X 是 X 的线性子空间， 
则称 （ M ， || ■ |1)为（ X ， IHI ) 的子空间，若 M 还是（ X ， || . ||)的闭集,则称 （ M ，| HI ) 
为 （ x ， HD 的闭子空间. 

明显地，若( X，II .11) 是 Banach 空间， M 为（ X ，|| • ||)的闭子空间，则 （ M ， || • ||) 
是 Banach 空间，反之亦然. 

定理 2.1.5 设（ X ， || . ||)是 Banach 空间， M 为（ X ，||.||)的子空间，则 
( M ， || • ||)是 Banach 空间当且仅当 M 是 X 的闭集. 

证明 设 （ X ， || . ||)是 Banach 空间，当 e M ， 且: c „ -> x 时，则 {〜} 为 M 
的 Cauchy 列，因而 {x n } 收敛于 M 上的一点，故 a : € M , 即 M ' e M ， 所以 M 是 
闭集. 

反之，设 {x„} C M 为 Cauchy 列，则 {x„} 为（ X ，|| • ||)的 Cauchy 列，由于 
( X ， || . ||)是 Banach 空间，因此 {x n } 是收敛列，即存在 x e X 使 a ;， 又由于 
M 是( X ， || • II ) 的闭子空间，因此 a : € M , 即 a :„ 在 M 中收敛于 X ，所以 （ M ， || . ||) 
是 Banach 空间. 

定义 2.1.7 设 X 是线性空间， p 为 X 上的一个实值函数，且 满足： 

(1) . p ⑼= 0; —_s . 

(2) p(x + y) ^ p(x) + p(y), 对任意 - x ， y € X; 

(3) p(Xx) = | A | p ( a :), 对任意 x G X, 任意 X £ K. 

则称 P 为 X 上的半范数. 

明显地, X 上的范数一定是半范数,但对 X 上的半范数 p ， 由于 p ( a ：) = 0时不 
一定有 x = 0, 因此半范数不一定是范数. 
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例 2.1.8 在 I 中，定义 PiW ^ Ixal , 易证 Pl ⑷是 Zoo 中的半范数,但对于 
X = (0, X2 , • • ■ , X n , ■■•), 都有 Pl(x) = 0,因此 P 不是 ioo 的范数 • 

有什么办法能使（ X , p ) 中的问题转化到赋范空间中来解决呢？ 

定义 2.1.8 设 X 是线性空间， M 是 X 的线性子空间，若:-: r 2 e M , 则称 
与关于 M 等价，记为 ; Ei ~ x 2 ( M ). 

易知，等价具有下面的三个性质： 

(1) x ~ a ; (反射性)； 

(2) x ^ y 推出 2 /〜 a ; (对称性)； 

(3) x ~ y , y ~ 2推出 x 〜 之(传递性 )• 

明显地，若 M 是线性空间 X 的线性子空间，记沄= 〜 a :( M),y e M }， 则 
x 的全体在加法 x + y = x ^ fy 和数乘 ax = ax 下是线性空间，称为 X 对模 M 的 
商空间，记为 X / M . 

在商空间 X / M 中，对0 € X ，0 = M ，即0是 X / M 的零元，而对 X / M 的每 
一元素5, 5都是唯一确定的，并且对于加法和数乘都是唯一确定的. 

例 2.1.9 对于 Zoo = {(a ； j)|a；i € i ?, sup|xj| < +oo}, 取 M = {{ xi)\xi — 
0, sup|a ： i| < +oo] ■，则 M 为 loo 的子空间，对 re, .y e loo / M , 当 i = p 时有 
x - y e M ， 即町—讥 = 0, 这时 loo / M 可看作 i ?. 

当（ X ， || . II )为赋范线性空间 ， M 为 X 的闭线性子空间时，在 X / M 商空间中 
还可以定义范数，使 X / M 成为赋范线性空间. 

定理 2.1.6 设（ X ， 11.11) 是赋范线性空间 ， M 为 X 的闭线性子空间，在 X/M 
上定义范数|间| = inf {|| j /|| |y e 0，贝 IJ ( X / M , || • II ) 是赋范线性空间. 

利用上面的技巧不难证明，当 K ： r ) 为 X 上的一个半范数时，取 

M = { x \ p ( x ) = 0}, | 间 | = inf {|| y || \y € x }, 

则 ( X / M , || • II) 是一个赋范线性空间，且对任意 a; e X 有 | 间 | = p ( x ). 

当 X 是完备赋范线性空间 ， M 为 X 的闭子空间， X / M 还具有完备性. 

定理 2.1.7 设 X 是 Banach 空间 ， M 为 X 的闭子空间，则 叉 / M 是 Banach 
空间. 


2.2 范数的等价性与有限维赋范空间 

在同一线性空间上，可以定义几种不同的范数，使之成为不同的赋范线性空间， 
但有时 x 上的几种不同范数诱导出的拓扑空间是一样的，有时却很不相同，这主 
要是范数收敛的不同引起的. 
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定义 2.2.1 设 X 是线性空间， || . h 和 HI • || 2 是 X 上的两个不同范数，若对 
X 中的序列{〜}，当 IlmolK 4 0时，必有 || a :„ - 吻|| 2 4 0,则称范数 II • Ik 比 
范数||-|| 2 强，亦称||.|| 2 比 IHU 弱. 

若对 X 中的序列 { x n }, || x n - lolli -0 当且仅当||〜 — x 0 || 2 ->0,则称范数 
11_1| 1 与11-1|2等价. 

定理 2.2.1 设 || . || i 和 || . || 2 是线性空间 X 上的两个不同范数，则范数 || • h 
比 IMb 强当且仅当存在常数 c > 0,使得对任意 : T e x 都有 || x || 2 < qwii . 

证明若存在 C > 0,使 || x || 2 < C || a :|| i , 则明显地，当 || 〜 —— 0时，有 
|| x „ - x || 2 < C || a :„ - a:||i — 0,因而 || • 比 || • || 2 强 • 

反过来，若范数 || . | U 比 || . 1| 2 强，则必有 C > 0,使|问| 2 < CUxIIl 若不然， 
则对任意自然数 n ， 存在 x „ e X ，使 || x „|| 2 > n || x „|| i . 令= .. Xn .-., 则 

lFn||2 


IWIi 二 


Iknlll 

IWI2 



故 II 2 M - <% 4 0, 因而 Hjm - 0|| 2 4 0,但这与 || y „ - 0|| 2 = = 1 矛盾，所以 

IFn||2 

必存在 C > 0,使 | M | 2 < CIHl ! 对任意 X€X 成立 • 

推论 2.2.1 设 || . h 与 || . || 2 是线性空间 X 上的两个不同范数，则范数 II . Ih 
与 II • || 2 等价当且仅当存在常数 Q > 0, C 2 > 0,使得对任意 : r e X ,有 


Clljxlll < ||x|| 2 ^ C 2 ||x||i. 


推论 2.2.2 设 II . IU 与||.|| 2 是线性空间 X 上的两个等价范数，则（ X , ll - llx ) 
是 Banach 空间当且仅当（ X , || • || 2 )是 Banach 空间. 

思考题 2.2.1 若 II . L 与||.|| 2 是线性空间 X 上的两个不同范数，且( X ， ! M | i ) 
和（ X ， II . || 2 )都是 Banach 空间，是否就一定有|| • I 与|| • || 2 等价呢？ 

定义 2.2.2 设 X 是 n 维线性空间， HI 是 
X 上的范数，则称（ X , || . ||)为 n 维赋范线性空间. 

有限维赋范线性空间是 Minkowski 在1896 
年引入的，因此有限维赋范线性空间也称为 Min ¬ 
kowski 空间. 

若（ X ， || . ||)为 n 维线性空间， ei ， e 2 ，…， e n 
为 X 的一组线性无关组，则称 ei , e 2 , ._• ， e„ 为 
( X ， || . II )的 Hamel *, 此时对任意 xeX , x 都可 

Hermann Minkowski(1864-1909) 以唯一地表示成 x ^^ a . e .. 
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定理 2.2.2 设（ X , || . ||)是 n 维线性空间 ei , e 2 , …， e„ 是X的 Hamel 基， 
则存在常数 G 及 C 2 > 0使得 

c ifENI 2 V< IWKc 2 f^K| 2 V 


Ki=l 


对任意 a: = ^ otiei 都成立. 

i=l 

证明对于任意《 = (%) e X"，定义函数 


f ( a ) 


E 




则对任意 a =(叫） eK n , p = (/ 3 i ) e K n , ^ 


!/(«)-/(/3 )l 




i=l 


〉 : Pi e i 


i=l 




〉: - ^ : Pi^i 


i=l 


2=1 

\i=l / \i=l 

\ai - Pi\ 2 ^j , 

这里 M = || ei || 2 ^ 2 ，因此 / 是到 i? 的连续函数 • 

由于欠"的单位球面 5=( ( ai ) & K n \ K| 2> ) -1^ 是紧集，因此/在 


\ 1=1 


S 上达到上下确界，即存在御= ( af } ), Po = (A- 0) ) e s, 使得 

f(ao) = inf{/(a)|a e 5} = Ci, 

/(A)) = sup{/(a)|a € 5} = C 2 - 
因此对任意 a ：= (叫 ） G / T 1 , 有 
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Eni 2 




C\ | \ai \ 2 I ^ ||aiei + …+ a n e n " < C2 ( E | 叫 | 2 

\i=l ) \i=l 

由于 C 2 > Ci ， 因此只需证明 Cl > 0. 

n 

假设 C；i = 0,则有 f ( ao ) = a f )ei = 0,故 


E ^ 0) ^ = °- 

i=l 

由 { ei } 是 X 的 Hamel 基可知 a !。）= 0, 从而 o；o = 0,但这与 ao & S .矛盾. 

定理 2.2.3 设 X 是有限维线性空间， || . | h 与 IMb 是 X 上的两个范数，则 
存在常数 Ci > 0, C 2 > 0使得 

Cilia：!!! ^ IWI2 < 


定理 2.2.4 有限维的赋范线性空间一定是 Banach 空间. 

证明 若 {： r m } 为 n 维赋范线性空间（ X ， || . 1|)的 Cauchy 列，则对于 X 的 

n 

Hamel 基 e 2 , …， e n , 有: c m = 由 

i=l 

/n \i / n \ 2 

Ci ( f 2 \aA \ | WKA ( f >| 2 ) 2 

可知 { a - m ^} 亦为 Cauchy 列，故存在叫 e X ，使得 4™) —»■ o ； i ， 因而有 a = ( o ； i )， 
使得 i 

- 0. 

n 

令 z = y ^ ajej , 则 || a: m — x || — • 0,因此 {x m } 是收敛序列，所以 X 是完备的 • 

i=l 

在中， M 是列紧的当且仅当 M 是有界闭集.这一结论在有限维赋范空间 
中是否成立呢？下面就讨论有限维赋范线性空间（ X ， || : ||)中紧集与有界闭集的 
关系. 
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定理 2.2.5 设（ X ， IHI ) 是有限维的赋范线性空间，则 M C X 是紧的当且 
仅当 M 是有界闭集. 

证明 设 ei ， e 2 , …， e „ 为（ X ， || _ ||)的 Hamel 基，则对任意 : r e X ，有 

n 

X = J 2 a i e i - 定义到 X 的算子 r : 

i=l 

n 

T(o) = 

i=l 

则存在 > 0, C 2 > 0, 使得 

a ( El 0 *! 2 ) 2 < 剛 jKC 2 (亡 w 2 ) 2 • 

从而 t 是欠"到 x 的连续算子，且是一一对应的. 

由 Q ) < || T ( a )|| 可知 r - 1 是 X 到 / T 1 的连续算子，因此: T 是 

到； t 的拓扑同构.所以 M 是紧集当且仅当 T ^ M ) 为 X "的紧集，从而 M 
是 X 的紧集当且仅当 M 是有界闭集. 

问题 2.2.1 若赋范线性空间（ X , H 1) 的每个有界闭集都是紧集，则 X 是否 
一定为有限维的赋范线性空间？ 

为了回答上面的问题，先来讨论 Riesz 引理，这是 Riesz 在1918年得到的一个 
很漂亮的结果. 

引理 2.2.1 ( Riesz 引理）设 M 是赋范线性空间（ X ，|| . ||)的闭真子空间，则 
对任意0 < e < 1,存在心 e X ，= 1,使得 

|| a ; - x e \\ ^ e 


对任意 x £ M 成立. 

证明由于 M 是 X 的闭真子空间，因此 X\M / 0,故存在如 e X \ M , 令 
d = d { y 0 , M ) = inf{||y 0 -x|| \x € M }, 


则 d >0. 

对任意 0 < e < 1, 由 d 的定义可知， 存在； r 0 € M , 使得 

d ( ||yo — ^o|| ^ 


令 = 


llyo -^olT 


则 || X £ || = 1, 且对任意有 



Vo — 

llyo -x 0 || 


^ yo _~^\\yo - (^o +ll2/o- a ： o||x)||. 
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由: roeMyeM 和 M 是线性子空间可知 

xo + ||yo - a ; 0 || a ; e M , 

|| y 0 - ( x 0 + || y 0 - x 0 || x )|| > d , 

e 

由 Riesz 引理，容易得到有限维赋范线性空间特征的刻画. 

定理 2.2.6 赋范线性空间（ X , || • ||)是有限维的当且仅当 X 的闭单位球 
B x = { s | || x || ^ 1} 是紧的 • 

证明 明显地，只需证明是紧的时候 ，X —定是有限维的. 

反证法.假设氏 f 是紧的，但 X 不是有限维赋范线性空间，对于任意固定的 
xi 6 X , || xi || = 1，令 = span { xi } = { Aa ； i|A e jK "}， 则 M ! 是一维闭真子空间，取 

e = 由 Riesz 引理可知，存在; r2 e X， IIWI = 1且||工 2 - x || ^ ^ 对任意 x e Mx 
成立，从而 || a：2 — a ^ i || ^ 2 ' 

同样地，令 M 2 = spar ^ a ;；!, 奶}，则 M 2 是二维闭真子空间，因而存在吻€ 
X , || x 3 || = 1，使 || a：3 - a :|| ^ ^ 对任意 x e M 2 成立，从而 || a : 3 - a ;』 彡 ^ 且 

||工3-工2|| >全. 

利用归纳法，可得一个序列 {〜} C 对任意 m # n ， 有 

I — ^n\\ ^ 2" 

因而 { x n } 不存在任何收敛子序列，但这与是紧集矛盾，由反证法可知 X 是有 
限维赋范线性空间. 

推论 2.2.3 赋范线性空间叉是有限维当且仅当 X 的每个有界闭集是紧的. 
对于无穷维赋范线性空间 X 的紧集的刻画就比较困难.在 C [0，1] 中，容易看 
出 A = {/(x)||/(x)| ^ 1} C C [0,1] 是 C [0,1] 的有界闭集,但不是紧集.为了讨论 
C [0,1] 子集的紧性，需要等度连续的概念，它是由 Ascoli 和 Arze 说同时引入的. 

定义 2.2.3 设4 C (7[0, 1], 若对任意的£>0,都存在 <5 > 0,使得对任意的 
f & A , 任意的 a :, y G [0, 1], 当 | a ; - < <5时，一定有 |/( x ) - f { y )\ < £, 则称 A 是等 

度连续的. 

Ascoli 遙出了 4 C C [0, lj 是紧的充分条件， Arzel 《在1895年给出了 4 C C [0,1] 
是紧的必要条件，并给出了清楚的表达. 


因此 

故 
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定理 2.2.7 ( Arzela - Ascoli 定理）设 A C C [0,1], 则4是紧的当且仅当 A 是 
有界闭集，且4是等度连续的. 

2.3 Schauder 基与可分性 

如果想把一个 Banach 空间看作序列空间来处理，最好的办法是引入坐标系， 
常用的方法是引入基的概念, Schauder 基是 Schauder (1927) 引入的. 

定义 2.3.1 Banach 空间（ X , || • ||)中的序列 { x n } 称为 X 的 Schauder 基， 
若对于任意 xeX , 都存在唯一数列 { a „} C K , 使得 

oo 

X — 〉: ( X n Xji ■ 

n=X 

容易看到，有限维赋范线性空间一定具有 Schaudei •基. 

例 2.3.1 在 h 中令 e„ = (0, … ，0, 1, 0,…)，则 {e„} 为 h 的 Schauder 
基，明显地，在 co, Z p (l < 0 < oo) 中， { e n } 都是 Schauder 基. 

1928年， Schauder 还在 C 7[0，1] 中构造 一 组基，因而 C [0, 1] 也具有 Schauder 
基. 

具有 Schauder 基的 Banach 空间具有许多较好的性质，它与 Banach 空间的可 
分性有着密切联系. _ 

定义 2.3.2 ( X , II - H ) 是赋范线性空间，若存在可数集 M C X ,使得 M = X ， 

即可数集在 X 中稠密，则称 X 是可分的. . 

若（ X ， || . ||)可分，则存在可数集 h „} C X ，使得对任意 xe X 及任意 e > 0, 
都有某个 e { x n }, 满足 Ik - x || < e . 

例 2.3.2 由于有理数集 Q 是可数集，且 Q = i ?, 因此 i ? 是可分的.类似地， 
R n 也是可分的赋范空间. 

例 2.3.3 对于 1 < p < +00, Z p 都是可分的，因为取 M = {(^)| 存在％ 使 
得当 i > 7V 时，： ri = 0, 并且 i < TV 时，而都是有理数 } ，则 W 是可数集，并且 

M = l p . 实际上，对任意 a : e Z p , 由 I \ xj\ p 

\i=l 

在 iv , 使得 f < I ，取有理数 9l , g 2 , 

i=N-\-l 

x e = (^ i 5 Q 2 y …，0，… ，0) € M ， 且 

/ n 

11心-州1 彡 W p ) < e ， 

\i=l i=N-\-l / 


j < + oo 可知，对任意 e > 0, 存 

N p p 

…，狀，使，则 
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因此 M = ，所以 / p 是可分的. 

例 2.3.4 由 Weierstrass 逼近定理可知，对任意 a ; € &]，必有多项式 

\\Pn -圳 -> 0,取 M 为 [ a , 6] 上有理系数的多项式全体，则 M 是可数集，且 M = 
C [ a , b ], 因而 C [ a ， 61是可分的赋范线性空间. 

定理 2.3.1 若( X ， || • ||)赋范空间有 Schauder 基，则 X 一定可分的. 

证明为了简明些，这里只证明（ X , | M |) 为实的情形. 

oo 

设 { ei } 为 X 的 Schauder 基，则任意 x £ X ^ x = y ~] ajej , 这里兩€丑- 
令 M = j qiei \ n e N,qi e Q 

I 4=1 

£ > 0, 存在; r e e M , 使得 ||ar - a ; e || < e , 因此 M = X , 所以 M 为可分的赋范空间. 

对于复赋范空间 （ X , || . H ), 可令 M = {qi + ipi ) ei \ n e iV ， gi，pi € 证 
明是类似的. 

问题 2.3.1 是否每个赋范空间都具有 Sch ^ mder 基？ 

例 2.3.5 赋范空间 L 没有 Schauder 基. 

由于 L 不可分，因而一定没有 Schauder 基.事实上，假设？ oc 可分，则存在 
x m = ( x - m) ) € loo, 使得 x = {‘} •令 


，则 M 是可数集，且对任意 x € X 及任意 


= 



当1时， 
当|#| > 1时. 


则 sup |^ 0) | < 1 + 1 = 2,即 2：0 = (^ 0) ) € loo, 并且 

Ikm - Xoll = sup |a;| m) - x| 0) | ^ \x^ -2:^1 ^ 1 , 

l^i<oo 


所以 { x m } 不存在任何收敛子列收敛于卻， 故; M ， 从而 X _ M ， 但这与 
假设 Zoo = { x m } 矛盾，因此 U 不可分. 

进一考虑下面的 问题: 

问题 2.3.2 是否每个可分的赋范空间都具有 Schauder 基？ 

上面问题自从1932年由 Banach 提出后，很多数学家为解决这一问题做了很 
多的努力，由于常见的可分 Banach 空间，如 co , h 等都具有 Schauder 基，因此大 
家都以为问题的答案是肯定的，但所有的努力都失败了，大家才倾向于问题的答案 
是否定的. Enflo (1973) 举出了一个例子，它是可分的赋范空间，但不具有 Schauder 
基. 
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2.4 线性连续泛函与 Hahn - Banach 定理 

1929 年， Banach 引进共轭空间这一重要概念，它是赋范线性空间上的全体有 
界线性泛函组成的线性空间，在这个线性空间上取泛函在单位球面的上界为范数, 
则共轭空间是完备的赋范线性空间. Banach 还证明了每一连续线性泛函是有界的， 
但最重要的是 Banach 和 Hahn 各自独立得到的一个定理，这就是泛函分析中最著 
名的基本定理，即 Hahn-Banach 定理，它保证了赋范线性空间上一定有足够多的连 
续线性泛函. 

泛函这一名称属于 Hadamard, 他是由于变分问题上的原因研究泛函的. 

定义 2.4.1 设（ X ， || . ||)是赋范线性空间，/为 X 到 K 的映射，且对于任意 
X， y &X Ra，（3 6 K， 有 


f(ax + /3y) = af(x) + Pf(y), 


则称 f 为 X 的线性泛函. 

例 2.4.1 在 Zoo 上,若定义/ ㈤ =町，则/为 I 上的线性泛函. 

由于线性泛函具有可加性，因此，线性泛函的连续性比较容易刻画. 

定理 2.4.1 设/是赋范线性空间（ X ， || . | D 上的线性泛函，且/在某一点 
x 0 GX 上连续，则/在 X 上每一点都连续. 

证明对于任意 : r e X ,若 a: n - > a ;， 则 

一 $ + $0 ^ »^0 • 


由/ 在; E 0 点的连续性，因此 


f{x n -x + x 0 ) ^ f(x 0 ), 


所以 f(x n ) ^ f(x), 即/在 X 点连续. 

这个定理说明，要验证线性泛函/的连续性，只需验证 f 在 X 上某一点（例 
如零点）的连续性即可. 

问题 2.4.1 是否存在一个赋范线性空间 X，X 上任意线性泛函都连续？ 


例 2.4.2 R n 上任意线性泛函都是连续的. 

n 

事实上令= (0，…，0，1，0，…，0)， 则任意 a : € i ? n , 有: r = ^ Xje ^ 设 

2=1 

€ i ? n ， > 0, 则 且 xf 71 ) — • 0 对任意 i 都成立•因此 

i=l 

f{x m ) = / ='^2x\ m) f{e i ) — 0 = /( 0 )， 

\i=l / 2=1 
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所以/在0点连续，从而 f 在 R n 上任意点都连续. 

定义 2.4.2 若 X 上的线性泛函把 X 的任意有界集都映为瓦的有界集，则 
称/为有界线性泛函，否则/为无界线性泛函. 

定理 2.4.2 设/为赋范线性空间（ X , || • ||)上的线性泛函，则/是有界的当 
且仅当存在 M > 0,使 |/( x )| < M || x ||. 

证明若存在 M > 0,使得对任意 xeX , |/( x )| < M || x ||, 则对于 X 中的任 
意有界集 F , 有 r > 0,使得对任意 xeF ,^ \\ x \\^ r , 因此， |/( x )| ^ M || x|K Mr 
对所有 i e F 成立，所以 f ( F ) 为 K 的有界集，即 / 为有界线性泛函. 

反之，若/为有界线性泛函，则/把 X 的单位球面 S ( X ) = { a ： 丨||圳= 1} 映 
为 K 的有界集，因此存在 M > 0,使得对一切 | M | = 1，有 

1 /⑻ K M, 

故对任意 : C e X ，有 



所以 

|/(x)KM|M|. 

例 2.4.3 对 c = {( xi ) | { Xi } 为收敛序列}，范数 |W| = sup |而|，若定义/为 
/(x) = lim a ； i, 则/为 c 上的线性泛函，由于 ||a:|| =sup|xi“ 故 

i—*oo 

\ f { x )\ = I lim Xi\ < ||x||, 

i—*oo 


所以 / 为 c 上的有界线性泛函. 

对于赋范线性空间的线性泛函而言,有界性与连续性是等价的, Banach 在1929 
年证明了每一个连续可加泛函（线性连续泛函）都是有界的. 

定理 2.4.3 设 X 是赋范线性空间，则 X 上的线性泛函是连续的当且仅当/ 
是有界的. 

证明 若/是有界的，则由上面定理可知存在 M > 0,使得 |/( x )| < 

因此，当〜 — x 时，有 f ( x n ) ^ / ㈤ ，即/为连续的. 

反之，假设/为连续线性泛函，但/是无界的,则对任意自然数 n ， 存在化 e X , 

使得 

|/(^«)| > n||a:„||. 

令 2M = " ，yo = 0,则 || 2 /„ - y 0 || = ^ - > 0, 由 / 的连续性可知 f { y n ) — f ( y 0 ), 

但 f 、 yn 、 = H > 1 > /( 如 ) = 0,从而 \ f { y n ) - /( 如 )| > 1 , 这与 f ( y n ) -> f ( yo ) 矛 
盾. 所以 f 为连续线性泛函时，/ 一定是有界的. 
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线性泛函的连续性还可以利用/的零空间是闭集来刻画. 

定理 2.4.4 设 X 是赋范线性空间，则 X 上的线性泛函是连续的当且仅当 
N ( f ) = {x I f ( x ) = 0 } 为 X 的闭线性子空间. 

证明 明显地， N ( f ) 为线性子空间，因此只需证 N ( f ) 是 闭的. 

若/是连续线性泛函， 则当 〜 e N ( f ), z 时，必有 f ( x n ) ^ f ( x ), 因而 
f { x ) 二0,即 x e N ( f ), 所以 N ( f ) 是闭子空间 • 

反之，若 N ( f ) 是闭的，但/不是有界的，则对于任意正整数 n , 有 : e X ，使 


令 y n 


IWI 


|/(3^)| > n || a ; n ||. 
则 HI = 1，且 \ f ( y n )\ > n .取 


之 n 


Vn 


yi 


f{yn) f { y\Y 


由于 


||z„ -^oll 


Vn 


fiVn) 


之 0 


W 


yi 


< 


因而 〜— 勿，且 f ( z n ) = f 


Vn 


yi 


J{yn) f[yih 


\ f ( y n )\ n ’ 

\ 

o , 即知 e N ( f ), 从而由 N ( f ) 是 


闭集可知勿 e N ( f ), 但这与 f ( z 0 ) = -1 矛盾，因此，当 N ( f ) 是闭子空间时，/ 一 
定是连续的. 


从上面的讨论容易看出， X 上的全体连续线性泛函是一个线性空间，在这个线 
性空间上还可以定义其范数. 

定义 2.4.3 设/为 X 上的线性连续泛函，则称 




为/的范数. 

明显地，若记 X 上的全体线性连续泛函为 X *，则在范数11/11下是一赋范空 
间，称之为 X 的共轭空间. 

虽然 Hahn 在1927年就引入了共轭空间的概念，但 Banach 在1929年的工作 


更为完全. 


容易看出，对于任意/ € X *,还有||/|| = sup |/( x )| = sup |/0)|. 但对于具 

l|x|| = l llxlKl 

体的赋范空间 X ，要求出 X 上的连续线性泛函的范数是比较困难的. 

例 2.4.4 设 f 为 h 的连续线性泛函，若取 { ei } 为 L 上的 Schaudei •基，则 

• oo oo 

对任意 a : =(而),有 rr = ^ Xjej , 故/⑻=因而 

i=l ' i=l 


1/㈤ 卜 


i=l 


< E W l / Oi)K sup |/( ei )| 
i=l 
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从而 ll / H 《 sup |/( ei )|. 取 ei = (0，… . ，0，1，0，…， 0) e h ，则 ||句|| ; 1，且 
ll/ll = ll/IMNI > l /( ei )|, 故 ll/ll > sup |/( eOI , 所以 ll/ll = sup |/( ei )|. 

设 M 是赋范线性空间 X 的子空间，/为 M 上的连续线性泛函，且存在0 0, 
使得 |/( x )| < C || x || 对任意 xeM 成立，则/是否可以延拓到整个赋范空间 X 上？ 
这一问题起源于 n 维欧氏空间 / T 上的矩量问题 . 1920年， Banach 在其提交的博 
士论文中，用几何语言将它推广到无限维空间 . 1922年， Hahn 发表的论文也独立 
地得出类似结果.1927年， Hahn 将结果更一般化，在完备的赋范线性空间研究了这 
一问题，并证明了在 X 上/存在连续延拓兄使得 | F ( x )| < C || x || 对一切 xeM 
成立，且对一切 : r e M ， 有 F ( x ) - f ( x ). 1929 年， Banach 独立地发表了与 Hahn 相 
近的定理和证明，并把该定理推广为一般的情形，这就是下面的 Hahn - Banach 延拓 
定理. 

定理 2.4.5 设 M 是实线性空间 X 的线性子空间 ， f 为 M 上的实线性泛函, 
且存在 X 上的半范数使得 

|/( x )| < p ( x ), 对任意 x e M 成立， 

则存在/在 X 上的延拓 f ，使得 

(1) \ F { x )\ < p ( x ), 对任意 xex 成立； 

(2) F ( x ) = f { x ), 对任意 xeM 成立. 

1938 年， Bolmehbius 与 Sobczyk 还把 Hahn - Banach 定理推广到复线性空间. 
定理 2.4.6 设 M 是复线性空间 X 的复线性子空间 ， f 为 M 上的线性泛函, 
p 是 X 上半范数且满足 

|/( a ;)| < p ( x ), 对任意 x e M 成立， 

则存在/在 X 上的延拓 f 1 ， 使得 

(1) | F ( x )| < p ( x ), 对任意 x e X 成立； 

(2) F ( x ) = f ( x ), 对任意 xeM 成立. 

利用线性空间的 Hahn - Banach 延拓定理可以建立赋范线性空间上的保范延拓 
定理，它是 Banach 空间理论的基本定理. 

定理 2.4.7 设 M 是赋范线性空间 X 的线性子空间，/为 M 上的连续线性 
泛函，则存在 X 上线性连续泛函 F ， 使得 

⑴ \\ F \\x' = II/IIm*; 

(2) F ( x ) = f { x ), 对任意 XGM 成立， 

这里 iif || x . 表示 f 在； r 的范数， ii / Hm - 表示/在 m * 的范数. 

证明 由于/为 M 上的连续线性泛函，因此对任意 ： c e M ， 有 |/( x )| < 
II / IIm . INI . 
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定义半范数 pOe) = II / IIm * INI ， 则有 |/(x)| ^ P(x), 对任意 xeM . 由线性空 
间的 Hahn - Banach 定理可知存在 F , 使得 


且 


F ( x ) = f ( x ), 对任意 x e M , 
| F ( x )| ^ p ( x ), 对任意 x € X . 


因此，对于任意 xeX , W ^( x )! ^ ||/|| m * 扣||， 故 F 为 x 上的连续线性泛函，且 
ll -^ IU - < II / IIm *- 
反过来，由 


II 尸 IU * = 


sup 

x € X f x^O 


1^)1 

1RT 


彡 sup 
a ； €M, x^O 


ll^ll 


= sup 

a ； €M, x^O 


\ f ( x )\ 

1 RT 


= II / IIm * 


可知 \\ F \\ x - = II / IIm -,- i - F ( x ) = f ( x ) 对任意 xeM 成立 • 

在上面定理中，若 X 是复赋范线性空间，则 M 必须是复线性子空间.很有意 
思的是 Bohnehbius 和 Sobczyk 在 1938 年证明在任意无穷维复 Banach 空间 X 中, 
一定存在实线性子空间 M ， 在 M 上有一复连续线性泛函不能保范延拓到 X 上. 
问题 2.4.2 Hahn-Banach 定理中，在什么条件下保范延拓是唯一的？ 

例 2.4.5 在 X :: {(xi, x 2 )\ xi , x 2 € R } J ：, 定义范数 I|a；|| = ||(xi, x 2 )\\ = 
\ xi \ + I x 2 \. 

令 M = {(^, 0)1^ G i ?}, 明显地， M 是赋范线性空间 X 的线性子空间，对 
y = ( xi , 0) G M , 定义 /( y )= 町，贝 Ij 


\ f ( y )\ = l^il = liyll > 

故 ||/|| m * < 1, 且对 = (1, 0)， 有 || a ； o || = 1， |/( x 0 )| = 1，因而 II / IIm * = l , 但对 
X 上的线性泛函 

Fi(a;) - xi +x 2 , F 2 {x) - xi- x 2 , 

这里 a ；= ( 町， Q) e X . 在 M 上，都有 


Fi ( y ) = f ( y) f F 2 ( y ) = f ( y )- 

对任意的 y =.( x !, 0) e M 成立.在 M 上 ，有巧 = /，朽 =/ ，且 

ll ^ illx * = II - P2HX * = II / IIm *, 

因此 F lt F 2 是 f 的两个不同的保范延拓. 

定理 2.4.8 设（ X ， || . 卩）是赋范空间， M 是 X 的子空间， x 0 e X , d = 
d ( x 0 , M ) = inf {|| x 0 - 2 /|| \ y & M }>0 , 则存在 / e X *， 使得 
(1) 对任意 a ; € M ， / ( x ) = 0; 
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(2) f ( x 0 ) = d ; 

(3) 11/11 = 1- 

证明 令£； = span { MU { a ； o }}, 则对任意 x & E , x 有唯一的表达式 a ; = 
x ' + tx 0 , 这里 teK, x' e M . 

在五 上定义泛函 g : 

g ( x ) = td , 

则为五上的线性泛函，且 

(1) g ( xo ) = d -, 

(2) 对任意 x & M , g ( x ) — 0. 

对 x = a / + te 0 , 不妨假设 i # 0•由 

|ff(a：)| = \g{x' + tx 0 )\ = \t\d, d = inf{||y-a ： o|| \y € M} 


可知 


\ g { x )\ = \ t\d < \ t \ 


X’ 


X’ 

~ J ~ X0 

= ltj 

J +xo 


= + teo | I 


=\\ x \\- 


因此 g 是 E 上的线性连续泛函，且 ||5|| m * < 1- 

根据 Hahn-Banach 定理，有连续线性泛函/ e X*，使得 

(1) 对任意 x eE , f ( x ) = g ( x ); 

(2) ||/|卜 ■ 

由 d = inf{||x 0 - y \\ \y e M } > 0, 可知存在: r n e M, 使得 ||i„ - loll — d . 故 


d = \ f { x 0 )\ = \ f { x n ) - f ( xo )\ 

^ll/ll - - loll — ll/IM, 

因此 ll/ll 彡 1, 所以 ll/ll = 1，且对所有: C e M， 有 /Or) = 0. 

特别地，当 M = {0} ■时，对任意卻_ 0，有 d ( xo , M ) = ||a；o||, 所以由上面定理 
可知下面推论成立. 

推论 2.4.1 设X是赋范线性空间，则对任意吻 e X，邱 一 0,有/ e X '使 
得 /( x 0 ) = |M , 且 ||/|卜 1. 

该结论的重要意义在于指出了任意赋范线性空间X上，都存在足够多的线性 
连续泛函. 

由下面推论还可知X中两个 元素: r，y， 若对所有/ e X %都有/(岣= f ( y ), 
则一定有 x = y . 

推论 2.4.2 设X是赋范线性空间， a;，y e X则: r # y 当且仅当存在 f & X * 
使得/㈤# /(y). 

证明假设 x ^ y , 则对 z = ;r - y， 有 ||z|| # 0，由 Hahn-Banach 定理的推论 
可知存在||/|| = 1,使得/⑷= | M | # 0,从而/⑷# f ( y ). 
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例 2.4.6 设 X 是赋范线性空间，试证明对任意 : co G X ，有 


Ikoll = sup |/( a ： o )|. 
Il / ll = i ,/ ex * 

证明对任意 / ex % ||/|| = i , 有 


1/( 工 0)1 < 11/11 II 工 oil = I Noll , 

因此 

IWI 彡 sup |/( a ； o )|. 

! l / ll = i ,/ e ^* 

另外，对吻 e X , 吻笋0,存在 / e X *, ll/ll = 1，使得 f(x 0 ) = || 1 0 ||，故 

Ikoll ^ sup |/( a ； o )|, 所以 || a ： o || = sup |/( a ： o )|. 

Il / ll = i , fex - ||/||= i ,/ ex * 

例 2.4.7 设（ X ， ||. II ) 是赋范空间，若对于任意 x , y € X , || a :||- l , || j /|| = 1 

||x + y ||<2, 试证明对于任意 a e (0, 1)， 有 || aa ; + (1 - a ) y \\ < 1. 

证明反.证法.假设存在 Hxoll = \\ yo \\ = 1和 a。e (0, 1), 使得 

|| a 0 a：o + (1 - Qo ) yo || = 1- 

由 Hahn - Banach 定理的推论可知，存在/ e X ' ||/|| = 1，使得 
f ( a 0 x 0 + (1 - a 0 ) yo ) = || a 0 a；o + (1 — « o )?/ o ||, 


即 


ocof(xo) + (1 - a 0 )f{yo) = 1 - 


这时一定有 f ( x 0 ) = f ( yo ) = 1- 否则的话，若 f ( x 0 ) < 1或 /( yo ) < 1，则 

a 0 f(x 0 ) + (1 - a 0 )f(y 0 ) < a 0 + (1 - a 0 ) = 1, 

矛盾•因此 ||a； 0 + j/ 0 || = sup |/(a; 0 +y 0 )| 彡 /(a;。+ y 0 ) = 2 ,又由 

ll/ll=i,/ex* 


II 工 o + 3/oIK Ikoll + ll^oll = 2 

可知 IK + yoll =2, 但这与 || a ： o + yo || <2 的题设矛盾，所以由反证法原理可知，对 
于任意 Q ： e (0, 1), 有 | | o ： a ; + (1 - a ) y \\ < 1. 


2.5 严格凸空间 


1936年， Clarkson 引入了一致凸的 Banach 空间的概念，证明了取值一致凸 
Banach 空间的向量测度 Radon - Nikodym 定理成立，从而开创了从单位球的几何结 
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构来研究 Banach 空间性质的方法. Clarkson 和 Gkrein 独立地引进了严格凸空间， 
严格凸空间在最佳逼近和不动点理论上有着广泛的应用. 



定义 2.5.1 赋范空间 X 称为严格凸的, 
若对任意 x , y e X , || a ;|| = 1, || y || = 1, x ^ y , 


严格凸的几何意义是指单位球面上任 
意两点 X , y 的中点一定在开单位球 
Ux = { x \ \\ x \\ < 1} 内. 


例 2.5.1 Banach 空间 c Q 不是严格凸的.取 

工 0 = (1 ， 1 ， 0 ，…)， yo = (0, 1 ， 0, 0, …) G c 0 ， 

则 = llz/oll = 1 ， 且对 — y — = (• ， i ， 0, 0,… 明显地有 

类似地，易验证 Banach 空间 C ， 都不是严格凸空间. 

例 2.5.2 ^ x, ye l 2 y ||x|| = 1, II 2 /H = 1 且 a; 一 y, 贝! J 

lk + y|| 2 + l|a ； -2/l| 2 = (g|U2/i| 2 ) + (glA - 2/iP) 

= ( E 2 n 2 ) + (£ 2 n 2 ) 

^2|N| 2 + 2|H| 2 = 4, 

从而 

||x + 2 /|| 2 =4 - ||a;-y|| 2 <4, 即 < 1. 

所以 Z 2 是严格凸的. 

类似地，容易证明 Banach 空间 / p (1 < p < cx>) 是严格凸的. 

定理 2.5.1 若 X 是严格凸赋范空间，则对任意非零线性泛函 
多只能在上的一点达到它的范数 11/11. 

证明 反证法.假设存在 a：o ¥ 2 / 0 , || a ； o || = II2 / 0II = 1,使得 

f( x o) = f(yo) = ll/ll- 

由于 

f{^^) = \[f(xo) + f(yo)} = \\f\l 


xo + yo 


2 
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因此 

从而 

明显地 


||/|| = / /xo + ^o\ |m| 


Xo + 2/0 


+ yo 


2 


^1. 


+2/o 


2 




因此 ^ L±yo = h 但这与 x 的严格凸假设矛盾，所以由反证法原理可知定理 

A 

成立. 

设 X 是赋范空间， M 是 X 的子空间，对/ e X *，/在 X 上可能有不同的保 
范延拓，不过, X * 的严格凸性能保证保范延拓的唯一性. 

1939年， Taylor 证明了以下 结果： 

定理 2.5.2 若 X * 是严格凸的， M 是 X 的子空间，则对任意/ e M *， /在 
X 上有唯一的保范延拓. 

证明反证法.假设对/ e M *， f 在 X 上有两个不同的保范延拓巧及 F 2 , 
即对任意 : r e M ， 都有 /⑷= Ft(x) = F 2 (x), R ||^|| = || F 2 ||, M 


(m + m)/ : 


^1. 


由于 




= sup 

||x||=l, x£X 

彡 sup 

||x||=l, x£'M 


sup 

||x||=l, x£M 


[F^x) + F 2 (x)\ 


\F 1 (x)+F 2 (x)\ 

2 

\ f ( x ) + f { x )\ 

2 


>11/11， 


因此 


MM ) 


l , 但这与是严格凸的矛盾.所以/在 x 上只有 


唯一的保范延拓. 

思考题 2.5.1 若对 X 的任意子空间 M ， 任意的/ e M *， /在 X 上都只有 
唯一的保范延拓，则 X * 是否一定严格凸？ 

严格凸性还保证了最佳逼近元的唯一性. 
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定义 2.5.2 设 X 是赋范线性空间 MCX , x GX , 若存在如 S M ， 使得 

IN-yoll = inf ||a:-i/ll, 


则称如为 M 中对 a : 的最佳逼近元. 

定理 2.5.3 设 M 为赋范线性空间 X 上的有限维子空间，则对任意 xGX , 
存在2/0 e M ， 使得 

II 工 loi 卜 inf || x -2/|!. 

y£M 

证明令 d = ft || a : - y ||, 由下确界的定义，存在2/„ € M ， 使得 

IN - y n \\ d . 

因而是有界序列，即存在 C > 0,使得 IKH ^ C , 对任意 n 成立.事实上，若 
{ yn } 不是有界序列，则对任意 k 6 N 有 y nk & { y n }, 使得 H^JI > fc ，故 

\\ x - yn k \\ > \\ y nk \\ - Ikll ^ k ~\\ x \\ —00 (fc -> oo). 

但这与 \\ x - y nk \\^d 矛盾，所以 { y „} 为有界序列. . 

由于 M 是有限维子空间，且 { y „} 为 M 中有界序列，因此0/„}存在收敛子 
列 — 如，且如 e M . 故 III — 如 || = ^ lim ^ ||x - y nk \\ = d , 所以存在如€ M , 且 
lk -2/ o || - inf l | x - y ||. 

yeM 

问题 2.5.1 上述定理中的最佳逼近元是否一定唯一？ 

例 2.5.3 在 J ? 2 中，取范数 |卜|| = max {| xi |, | x 2 |} , M = {( a ： i , 0) | a：i € R }, 
则 M 为 R 2 的一维子空间，取吻=(0, l ) e i ? 2 , 对于任意 2 ；=(町， 0) e M ， 有 

||a：o -x|| = ||(0, 1) - (xi, 0)|| = max{||a ： i||, 1} > 1, 

故 

d ( xo , M ) = inf{||xo - a；|| \x G M} ^ 1 , 

对于 w 。= (1, 0), 有 || a :。-= 1. 因此 d ( x 0 , M ) — inf {|| a；o - x || |x e M } = 1. 
但对于 w = (0，0) 及 t = (—1,0), 都有 || a；o - u || = || a：o - w || = 1, 因此 x 。 在 M 的 
最佳逼元不唯一. 

既然上述定理中的最佳逼近元不唯一，那么什么时候才能保证唯一呢？ 

定理 2.5.4 设 X 是严格凸空间， M 为 X 的有限维子空间， xeX , 则在 M 
中存在唯一的最佳逼近元，即存在 e M ， 使得 

lk- 2 /o|| = inf ||x- 2/||, 





但这与 X 的严格凸性矛盾，所以由反证法原理可知 a ； 在 M 中存在唯一的最佳逼 
近元. 

最后，值得注意的是，严格凸性不是拓扑性质，它与范数的选取有关. 

例 2.5.4 在 i ? 2 中,如果取范数 | M | = (| xi | 2 + | x 2 | 2 )( 则 （ E 2 , || • ||)是严格 
凸的，但对于另一个范数 114 = W +> 2 |， （ E 2 , |Hli) 不是严格凸的，并且范数 
II -Ik 和 II. II 等价 • 

Vasile Istr 雖 scu 和 Ioana Istra ^ escu (1979) 还将严格凸性推广到复严格凸性，复 
严格凸性在取值于复 Banach 空间的解析函数理论中有着重要应用. 



2.1 . 在 i ?™， 对任意 : c = (& ，…，％) e i ?' 试定义几个实值函数，使得它们都 
是 iT 的范数. 

2.2 . 设 X 为赋范线性空间， INI 为 X 上的范数，定义 

M 、— / 0， 当 a ; =以时， 

{X， ^ = \ \\ x - y \\ + l , 当 z/y 时. 


试证明 （ X ， d ) 为度量空间，且不存在 X 上的范数 HU ， 使得 d ( x ，3/) = h - 爆. 

2.3 .在 C [0，1] 中，定义 IWI = K Ht )\ p dt^j ( l ^ p < ⑺)，试证明 |HI 是 
c [ o ， i ] 的范数. " ，J 7 
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2.4 . 设 M 是赋范空间 X 的线性子空间， 若 M 是 X 的开集，证明 X = M . 

2.5. 试证明 co 是 L 的闭线性子空间. 

2. 6•设 X 是赋范线性空间，若 A„，A G if , a ; € X ， A n —> A 且 a: n — a :, 试 
证明 X n x n —> \ x . 

2.7. x , 2 / e 丑 2 , o ; 和 j / 满足什么条件时，有 || o ; + y || 2 = || x || 2 + || y || 2 ? 

2.8. 试证明 e n 为 Z p (1 < p < oo ) 的 Schauder 基. 

2.9. 设 e 0 = (1， 1,…，1)，试证明 { e 0 , ei ， e 2 , …， e „， …}为 c 的 Schauder 基. 

2.10. 在 Zoo 中，若 M 是 I 中只有有限个坐标不为零的数列全体，试证明 M 
是 的线性子空间，但 M 不是闭的. 

2.11 . 设 IMli 和 || . 卩 2 为线性空间义上的两个等价范数，试证明（ X , || • lb ) 
可分当且仅当（ X , ||.|| 2 )可分. 

2.12. 设 / : -> i ?， 满足 /( a ： + y ) = f ( x ) + f ( y ) 对任意 x,y e X 成立，若 / 

在 i ? 上连续，试证明/是线性的. 

2.13. 设/和 9 为线性空间 X 上的两个非零的线性泛函，试证明它们有相同 
的零空间当且仅当存在 fc ， 使得/ =知. 

2. 14. 设 X 是有限维 Banach 空间， { xi }^ = l 为 A ■的 Schauder 基，试证明存在 
fi £ X *,使得 fi ( xi ) = 1，且 = 0,对 i # j 成立. 

2.15 . 设/为赋范线性空间 X 上的非零的线性泛函，试证明 M ^ {x e 
X \ f ( x ) = 1} 是 X 的非空闭凸集. 

2.16 . 设 X 是赋范空间， M 为 X 的闭线性子空 间 ，; ro G X \ M , 试证明存在 
/ ex *, 使得 /(2： o ) = i ,||/||- M) , 且 /⑻ = 0,对所有 o ； e M 成立 • 

2.17 . 设 X 是有限维空间，{^}" =1 为 X 的 Schauder 基，对任意 x € X , x = 

n 

定义泛函-/办） = 叫，试证明 /i € X *. 

i=l 

2.18 . 设 X 是严格凸空间，试证明对任意 a ;，y e X , x y ^0 K\\x + y \\ = 
|| x || + || y || 时，有 A > 0,使得 2/ = Aa ;. 

2.19. 试在 ~ 构造一个新范数 || • | U , 使得 (/ i , || - Hi ) 是严格凸空间. 

2.20. 试证明^和 /a 都不是严格凸的赋范线性空间. 

2.21 . 设 X * 是严格凸的，试证明对于任意 x € X , || rr || = 1，有且仅有唯一的 
f x & X *, ||/ x || = l , 使得 / X ( x ) = 1. 

2.22. 举例说明在赋范线性空间中，绝对收敛的级数不一定是收敛级数. 

2.23. 设 F 一 X ,试证明对任意 xeX , x 都可以写成一个收敛级数 frci 的 


和，且每一项&都属于 F . 




习题二 
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2.24. 设是 X 赋范线性空间，&， xeX , x n ^ x , 试证明对任意/ e X *,有 



2.25. 试证明赋范线性空间 X 是完备的当且仅当度量空间 ( S , d ) 是完备的，这 
里单位球面 5 = {x € X|||a;|J = 1}, 度量 d ( x , y ) = ||a; - y \\. 

2.26 •在 C [0, 1] 中， M = { x ( t )\ x ( a ) = x ( b ), x € C [ a , b }}, 试证明 M 是(7[0, 1] 的 
完备线性子空间 

2.27 •在 C [0,1] 中,试证明 乂 = {_|蚱)| < 1} C (7[0, 1] 是 C [0,1] 的有界闭 
集，但不是等度连续的. 

2.28 .在丑 2 中，取范数 = Id + 卜 2 | , M = {( xi , 0) I a e i ?}, 则 M 为 
R 2 的线性子空间，对 Xo = (0，1) e i ? 2 , 试求出 2/0 e M , 使得 || x 0 -yoll = d ( x 0 , M ). 


Banach ( 巴拿赫) 


1892 年 3 月 30 日， Banach 生于波兰一个叫 Ost - 
rowsko 的小村庄，出身 贫寒. 1916年， Banach 结识了 
Steinhaus , Steinhaus 告诉 Banach 一个研究很久尚未解 
决的问题.几天后， Banach 找到了答案，两人一起写了 
论文，联名发表在 Krakow 科学院会报上. 

1920 年， Lomnicki 教授破格将 Banach 安排到 Lvov 
技术学院当他的助教.同年， Banach 提交了他的博士 
论文“关于抽象集合上的运算及其在积分方程上的应 
用” (sur les operations dans les ensembles abstraits etleur 
applicationaux equtions integrates) , 并取得博士学位.该 Stefan Banach (1892 — 1945) 

论文发表在1923年的《数学基础 》 [Fundamenta Ma 成 emaiicae ) 第3卷上，大家 
都将它看作泛函分析学科形成的标志之一.1922年， Banach 通过讲师资格考核， 
1924年任该大学教授.1929年， Banach 和 Steinhaus 创办了泛函分析的刊物 Studia 
Mathematica . 

1 93 2年 ， Banach 出版了《线性算子理论》 （ ITie'orie des Operations Lineaires ), 
这本书汇集了 Banach 的研究成果，对推动泛函分析的发展起了重要作用.1936年， 
在 Oslo 召开的国际数学家大会邀请 Banach 在全体大会上作 报告. 在波兰国内， 
Banach 被授予多种科学奖金，1939年被选任波兰数学 Banach 会主席. 
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Banach 的主要工作是引进赋范空间概念，证明了很多赋范空间基本定理，很 
多重要的定理都以他的名字命名，他证明的三个基本定理 (Hahn-Banach 线性泛函 
延拓定理、 Banach-Steinhaus 定理和闭图像定理）概括了许多经典的分析结果，在 
理论上和应用上都有重要的价值.现在大家都把完备的赋范空间称为 Banach 空间. 
此外，在实变函数论方面， 1929 年，他同 Tarski 合作解决了一般测度 问题. 在集合 
论方面， 1924 年，他同 Tarski 合作提出了 Banach-Tarski 悖论. 
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音乐能激发或抚慰情怀，绘画使人赏心悦目，诗歌能 
动人心弦，哲学使人获得智慧，科学可改善物质生活，但数 
学能给予以上的一切. 

Klein(1849 —1925, 德国数学家） 

1922 年， Banach 建立了完备赋范线性空间的公理，证明了一些基本定理后， 
就讨论了定义在一个完备赋范线性空间上而取值为另一个完备赋范线性空间的算 
子，在这类算子中最重要的是连续可加算子，所谓可加算子是指对所有: c ， y ， 都有 
T(x + y) = Tx + Ty. 容易证明， r 是连续可加算子时，必有 T(ax) = aTx 成立. 
Banach 证明了若 r 是连续的可加算子，则存在常数 M > 0, 使得 ||Ta;|| < M||^||. 
另外，他还证明了若 {T n } 是连续可加算子序列， T 也是可加算子，且对任意 a ; GX , 
都有 T # = Tz , 则: T 也是连续的. 

1922°°^, Hahn 证明了若 X 是一个完备赋范空间， {/„} 为 X 上的一列线性连 
续泛函，且对任意: r € X, {f n (x)} 都有上界，则{||/„||} 一定是有界的. 

1927 年， Banach 和 Steinhaus 证明了若 r„ 为完备赋范空间 X 到赋范空间 F 
的线性连续算子，且对任意; r € X,{||T n x||} 都有界，则 {||T„||} 一定有界，这就是 
Banach 空间理论的重要定理，称为一致有界原理. 

1929—1930 年， Neumann 还引进并讨论了算子的几种收敛性. 

I 932 年， Banach 出版了《线性算子理论》 [TMorie des Operations Lineaires), 
书中包括了当时有关赋范线性空间的绝大部分结果，而非常著名闭图像定理就是其 
中一个定理的推论. 

3.1 有界线性算子 

算子就是从一个空间到另一个空间的映射，算子可分为线性算子与非线性 
算子. 

定义 3.1.1 设 X 和 Y 都是赋范空间， T 是从久到7的算子，且 满足： 

(1) T(x + y) =Tx + Ty, 任意 x、y £ X .， 

(2) T{ax) = aTx, 任意 x X,a £ K. 
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则称 T 为 X 到 F 的线性算子. 

明显地，若 K 是数域 K ， 则 X 到 K 的线性算子就是线性泛函. 

例 3.1.1 定义从 L 到 c 0 的算子 

T ( 而 ) = (•) ， 

rr - A// 

则对任意 （ A ) € Zoo , 有 M > 0,使得 sup |而| < M < oo •故 _ ^ 0(? —>• oo ). 

因此 T ( Xi ) € co , 即 7 1 是 I 到 co 的算子，并且 1 

T(ax + Py) = ( ㈣ ：加 ) =a (■)+/? (■) = aTx + f3Ty ， 

所以 r 是 l 到 C () 的线性算子. 

例 3.1.2 设 r 是从 Co 到 i ?" 的算子,且对任意 0 ：=(灼 ） e c 0 , 定义 Tx = ( Vi )， 
这里 i < n 时，讲=则 T 是从 Co 到況"的线性算子 • 

类似于线性连续泛函，对于线性连续算子，容易看出下面定理 成立： 

定理 3.1.1 设 t 是赋范空间 x 到 y 的线性算子，则 T 在 X 上连续当且仅 
当 T 在某个 x 0 € X 处连续. 

线性算子的连续与有界性有着密切的联系. 

定义 3.1.2 设： T 是赋范空间 X 到 Y 的线性算子，若存在数 M > 0,使得 

|| Ta :|| < M || x ||, 对任意 a ; 成立. 

则称 r 是有界线性算子，否则称为无界的. 

类似于线性有界泛函，有下面的 定理： 

定理 3.1.2 设: T 是赋范空间 X 到 Y 的线性算子，则 T 是有界的当且仅当 

T 是连续的. 

由上面定理可知，当 T 是 X 到 Y 的线性连续算子时，必有 M > 0,使得 

\\Tx\\ ^ M\\x\\, 

由此对 : r # 0,有 < M < +0 O . 

IfII 

定义 3.1.3 若 T 是 X 到 Y 的线性连续算子，则称 

为 T 的范数. 

容易验证， || 了 11 = SU P || Ta ;|| = sup \\Tx\\ = sup \\Tx\\. 

Ikll=i IWI 彡 i IWI<i 

例 3.1.3 设 X 是赋范空间， J 是 X 到 X 的恒等算子，则 J 是连续的，且 
|| J || = sup \\Ix\\ = sup || a ;|| = 1. 

||x||=l \\x\\=l 
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有限维赋范空间上的线性算子的连续性显得特别简单明了. 

定理 3.1.3 若 X 是有限维赋范空间， Y 是任意赋范空间，则 X 到7的任意 
线性算子 T 都是连续的. 


证明设 X 是 n 维赋范空间 ， { ei ，…， 是； (：的 Schauder 基，则对任意 

n 

X € X , W X = ^2 a i e i- 
i=l 

由于 r 是线性的，故 

71 

Tx = y ^ a ^ Tej , 


IM = 


ajTej 

i=l 


< ll Te *il ^ max {|| Tei ||} 

i=l 



对任意 z e X ，定义 hlh = & |叫|，则 H . 是 x 上的范数，因此 IMh 与 
IHI 等价，即存在 c>o, 使得 ，_1 


^ki^ini^cini. 

i=l 


令 M = C max {|| rei ||}， 贝 Ij 

ll ^| KM || x ||, 

所以， r 是 x 到 y 的连续线性算子. 

若用 L(X,Y) 记所有从赋范空间； C 到赋范空间 Y 的线性连续算子，则 L(X,Y) 
在线性运算 (aTx+P^x^ aTxx + ^x 下是一个线性空间，在 L(X,Y) 4 1 , 由算子 
范数的定义有 || r 1+ T 2 |K imi | + || T 2 || 和 || AT || = | A | ni , 以及奶卜 0 时 r = o 
成立.因此 L(X,Y) 在算子范数 ll.ll 下是一个赋范空间，并且当 Y 是 Banach 空 
间时, L(X,Y) 也是 Banach 空间 • 

定理 3.1.4 设； i ： 是赋范空间， y 是 Banach 空间，则 L (； C ， y ) 是 Banach 

空间. 

证明设 {7；} 为 L ( X , Y ) 的 Cauchy 列，因此对任意 e > Q , 存在 N , 使得 
m , n > iV 时， 

\\Tm — T n \\ < e . 

对任意 : r € X ，有 

\\TmX- T n x \\ = \\( T m - T n ) x \\ <|| T m - T n || - || x || < £ || x ||, 

因此 { T n x } 为 Y 中的 Cauchy 列，由 y 的完备性质可知，存在 y € 使得 


lim T n x = y . 
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定义 X 到 F 的算子 ， Tx = y = lira T n x , 易知 r 是线性的. 

n—*oo 

由于 I || T m || - || T n || I < || T m - T n || ^0, 因此 {|| T „||} 为 J ? 中的 Cauchy 列, 
从而存在 M > 0,使得 || T „|| ^ M , 对任意 neN 都成立•故 || Tx || = Jim || T „ a :|| < 
MINI , 从而 t 是 X 到 y 的线性连续算子. 乂’ 

由上面证明可知对任意£ > 0, 存在 N , 使得 m ， n > iV 时，有 

\\ T m x - T n x \\ < || T m - T „|| - || x || < e || x ||, 对任意 a ; 6 X 都成立 • 


令 m -> oo , 则 


\\ Tx ~ T n x \\ < e || a ;||, 


因此 


l ! r „- T ||= sup 

x^0 } x£X 


\\ T n x - Tx \\ 


< e , 


对任意 n>N 成立，从而 r „ — r ， 所以， L ( X , Y ) 是完备的. 

由于数域 K 完备，因此容易看到下面结论 成立： 

推论 3.1.1 对于任意赋范空间久， L ( X , K ) 一定完备. 

后面都将 L ( X , K ) 记为 X *，称之为 X 的共轭空间，因此所有赋范空间 X 的 
共轭空间 X * 都是完备的. 


3.2 一致有界原理 

设 X 和 y 是 Banach 空间. { T a \a e A} 是 L ( X , Y ) 中的一族有界线性算子 ，一 
致有界原理指的是若对于任意 xGX , {||T Q x|||aS A} 是有界集，则 {||T a || |a € A} 
一定是有界集'，即 sup||T Q || < +oo. 其实，这一定理的一些特殊情形，许多数学家 

a€A 

早就注意到了，如 Lebesgue, Hellinger 和 Toeplitz 等， Hahn 在 1922 年总结了他们 
的结果，证明了对 Banach 空间 X 上的一列线性泛函 {/„}， 若任意 x € X, {\ f n ( x )\} 
有界，则{||/«||} 一定有界.独立地， Banach 证明了比 Hahn 更一般的情形，即设 
{ 凡 } 是 Banach 空间 X 到赋范空间 Y 的一列算子，若对任意 a: e X ， {||T„:r||} 有 
界，则 {||T n ||} 一定有界.最后， 1927 年， Banach 与 Steinhaus 利用 Baire 在 1899 
年证明的一个引理，证明了一致有界原理. 

引理 3.2.1 (Baire 引理）设 {&} 是 Banach 空间； C 中的一列闭集，若 
( 0 ^«)° ^ 0,则存在某个 iV 使得邱/ 0. 

下面举两个例子 . 

例 3.2.1 在中，\ 2 - 丄1 ,则= (1, 2) 有内点，故必有 

_ ^ 几- 71=1 

某个邱# 0. 
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例 3.2.2 在 i ? 中， F n = {1，2,…， n }， 则对任意 n ， 吨=0，且 0 ^ = 

n=l 

{l ， 2 ， ... ， n,n+l，. — } ，所以 (U Pn) = 0 . 

1912 年， Helly 建立了 C [ a ，6] 上的一致有界性原理， Banach 空间上的一致有 
界性原理是 Banach (1922), Hahn (1922) 和 Hildebrandt 给出的，1927年 ， Steinhaus 
以 Banach 和他两个人的名义在《数学基础》第9卷上发表了该定理.他断言，在 
Banach 空间；!:上,如果有一列算子 T „, 对每个 x & X , 数列 {|| T n x||}(n = 1,2,…） 
都有上界 M x ， 那么必存在常数 M ， 使得 {|| T n ||} 有上界 M . 这个由各点 z 的局部 
有界性可得到在一个单位球上整体的一致有界性的深刻定理就叫 Banach-Steinhaus 
定理或一致有界原理. 

定理 3.2.1 (一致有界原理）设 A ■是 Banach 空间， Y 是赋范空间， { T a \a G A} 
是 L { X , Y ) 中的一族有界线性算子，若对任意 a ; e X ，有 

sup {|| T a x ||} < + oo , 

a€A 

则 

sup {|| T a ||} < 4- oo . 

aGA 

证明 对任意 n , 令 F n = n {z e || r a a:|K n }, 则是 X 的闭集，且 

a€A * 

0 = X ，由于 (0 凡 y = 0，因此，由 Baire 引理可知存在某个 JV ， 使 

n=l \n=l / 

得邱_ 0，故存在 : To e 及 r > 0,使得[7(吻， r ) C 〜，因为心是闭集,所以 

U ( xo , r ) = B ( x 。， r ) C FW , 

因此对于任意 xeX , || x || = 1，有 

x 0 + rx G B ( x 0 , r ) C F N , 

故对任意 a , 有 

\\ T a ( x 0 -\- rx )\\ < N . 

又由于 || rT a x || - || r Q x 0 || ^ \\ T a {xo + rx )\\, Sfe 

|| T q x || < -(N + \\ T a x 0 \\) < -(iV + sup || r Q x 0 ||) < + c ». 

r r aGA 

令 M = i(AT + sup \\ T a x 0 \\), 则 M 与 z 无关，且 M < + oo . 所以 

T a£A 

\\ T a \\ = sup || T a x || < M < 4- oo . 

Ikll=i 

问题 3.2.1 在一致有界原理中， X 的完备性能否去掉？ 
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例 3.2.3 设为全体实系数多项式，对任意 xeX , 

n 

X = x ( t ) = |卜|| = max ^ lail , 

则（ X ， INI ) 是赋范空间，但不完备，在 X 上一致 ^ 有界原理不成立. 

事实上，对任意 xeX , x 可以写成吨）=这里存在某个凡，使得 

i=l 

i > iV x 时，叫= 0,在 X 上定义一列泛函/„: 

n n 

fn { x ) = 这里 a : = a :( t ) = y ^ a 广 1 . 

• i=l i=l 

n 

由 |/ n ( x )| = I y ^ aj | < n || x || 可知 / n € L ( X , R ), 且对于任意允 e X ， 有 

i=l 

x = 

i=l i=l 

n n 

故 |/n ㈤ I = y ^ Q：j < y ^| ai | (对于固定的 rr ， n 是固定的)，因此 

i=l i=l 

sup |/ n ( x )| < m || x || < + oo . 

l^n<oo 

但对于任意 k € N , 取 x 0 ( t ) = 1 +1 + ••• + ，有 

\\ xo \\ = max { l ， l ， l ，...， l } = 1，且 sup {||/ n ||} ^ sup {|/ n ( x 0 )|} ^ fk ( x 0 ) = k . 

由的任意性可知 sup {||/ n ||} = +00, 因此, {/n} 不是一致有界的. 

推论 3.2.1 设 X 是赋范空间，{〜| a G A } C X ,若对任意/ e X *，有 
sup {|/( x a )|} < + oo , 则 sup {|| x Q ||} < + oo . 

a€A a€A 

证明 定义 T a : X * — i ? 为 

T a ( f ) = f ( x a ), 

则 r a 是线性算子，且对固定的 a ， 有 

| T Q (/)| = |/( x Q )K ll/ll - ll ^ ll , 

故 T a 是线性有界算子. 

由于 sup {| T Q (/)|} = sup '{|/(^)|} < + oo , 对任意固定的 feX * 都成立，并且 

aGA a 6 A 

x * 是完备的，因此由一致有界原理可知 

sup {|| T a ||} < + oo , 

a€A 
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|| T a ||= sup \ T a ( f )\ = sup \ f { x a )\ = \\ x a \l 
il / ll=i ll / ll=i 

所以 sup {|| a ; a ||} < + oo . 

Neumann 在赋范空间 L ( X , Y ) 中引进几种不同的收敛性. 

定义 3.2.1 设 X， F 是赋范空间， r „ e L { X , Y),TG L ( X , Y ), K!j 

(1) 若||几 - T || — 0,称 T „ 一 致算子收敛于 t ， 记为 r „ M r ; 

(2) 若对任意 a; ex, \\ T n x - r ： c|| 4 0, 称: r„ 强算子收敛于 7 1 , 记为 T n t ; 

(3) 若对任意: c e X ， / e y *， 有 \ f ( T n x ) - f { Tx )\ - > 0, 称 r n 弱算子收敛于 
T , 记为 T n 二 T . 

由上面的定义容易看出，算子的收敛性有如下 关系： 

定理 3.2.2 ⑴若 r „ M 八则 T „ 上 r ; 

(2) 若 t „ 上: r ， 则7；二 r . 

值得注意的是定理 3.2.2 中反方向的推导一般不成立. 

例 3.2.4 在 h 中，定义 T n : k — k 为 

T n X — (0, • • • , 0, Xn-\-l ) ' )j 

则 T„ e L ( h , h ), 且对任意 xe / i , W 

oo 

l | T „； r -0； r || = ||(0, … ， 0 ， rc„ +1 ， a:„ + 2 ，.-. )|1 = L W — 0， 

i = n+l 

因此 r „ 二 o , 但 

|| T „-0||= sup I | T n x | I ^ I \ T n e n+1 \ | = 11 (0, • •，；, 0,1,0, • • •) 11 = 1, 

|| ar||=l 

所 以，； 不一致收敛于零算子 o . 

定理 3.2.3 设； ( T 是 Banach 空间， Y 是赋范空间 r „ € L { X , Y ), 若对任意 

^ e x , { T n x } 收敛，则一定存在 r e l { x , y ), 使得 t „ 强算子收敛于 t . 

证明 由于 { T n x } 的收敛对任意 rr 都成立，故可定义 r；r = ： T „: r ， 由 r „ 

的线性可知 T 是线性的. 一 

由于对任意 a :€ X , { T n x } 收敛，因此 {|| T n a :||} 也是收敛的，从而 sup {|| T „ a :||} < 
+00,根据一致有界原理，有 sup {|| T n ||} 彡 M < +00,因而 

|| Ta ;|| = lim || T „ a :|| < sup || T n || || x || < M || x ||, 

n—>oo 

即 r e L ( x , Y ), 显然 T „ 上 r . 
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定理 3.2.4 设 X， F 是 Banach 空间， r „ € L ( X ， F ), 则 { T n } 强算子收敛的 
充要条件为 

(1) 存在 C > 0,使得 sup {|| T „||} < C < + oo ; 

(2) 存在 MCX , 使得 M = X 且对于任意 xeM, {T n x} 收敛. 

证明若 r n 上: r , 则 （2) 明显成立. 

若对于任意 z € X ,有 lixn = CT ; r . 故 sup {|| r „ i ||} < + oo , 由一致有界原 

n—»oo 

理可知 {|| r „||} 是有 界的. 

反之，若（1)， （2) 成立，对任意 a ; 6 X 及任意 e > 0,由 M = X 知一定存在 
M M ， 使得 

Ik-2/11 〈忐 . 

因为对任意 yeM, {T n y} 收敛，所以存在 iV ， 使得 m，n > iV 时，有 

\\T m y - T n y\\ < 

故 

||r m ;r _ T n x\\ ^ ||T m x — T m y\ \ + \ \T m y — T n y\ \ + \ \T n y — T n x\\ 

< 叹』扣 i ||+ i + || T„|j |卜1|| 

^ c ^ + £ + c ^. 

由于 y 是完备的，因而 { T n ^} 是收敛的，定义 Ta : = lim r „ a :， 则 r e L(X, Y), 

n—*oo 

所以 7^ -T. 

推论 3.2.2 设 X 是 Banach 空间 ，: K 是赋范空间， r „ e L(X, Y), 若 T„ 

则 

imi< lim l|T„||. 

n—oo 

证明由 T „ 二: T 可知，对任意 ; r e 尤，有 

Tx = lim T n x. 

n—oo 

由于 X 是 Banach 空间，并对任意 x € X ，有 sup {|| T n x ||} < oo , 因此8叩{||7^||} 
< 00, 从而 


|| Tx || = lim \\ T n x \\ = lhn || T n x || < lhn || T n || • || x ||, 

n— ^°° n—>oo n-^oo 

所以 || T|K lim l | r „||. 

n—>oo 

例 3.2.5 设 X 是有限维赋范空间， y 是赋范空间, T a e L(X, y), a e A. 若对 
任意 x € X , 有 sup {|| T a x ||} < + oo , 试不用一致有界原理证明 sup {|| T a ||} < + oo . 

a€A a€A 

证明在 X 上定义 || x||i = max {|| x ||, sup {|| T a x ||}}. 由于 

aGA 
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(1) 对任意 a : e X , 0 ^ IMIi < + 00 ； 

(2) 当 IHli = 0时， IM 卜0从而 s = 0 •且 a ; = 0时，显然有 INIi =0; 

(3) Haxlli - | a | | N | 1； 

⑷ lk + 2 /lli = max{||x + j /||, sup {|| r a (x + y )||}} 

< max {|| a : + 2 /||, sup {|| T Q a ;|| + sup || T Q y ||}} 

< max {|| a ;||, sup || T a a ;||} + max {|| y ||, sup {|| T Q 2 /||}} 

= IN|i + IM | i t 

因此， 11.1 是； C 上的一个范数. 

由于 X 是有限维赋范空间，因此范数 INI 和 IMh 是等价的，故存在 C > 0, 
使得 IHli < CINI , 对所有的 X € X 都成立，因而 supdlT ^ II } < C || x ||, 所以 

a€A 

sup {|| T a ||} < + oo . 

a€A 


3.3 开映射定理与逆算子定理 

定义 3.3.1 设 x 和 r 是赋范空间， t : x — y , 若: r 把 x 中的开集映成 
f 中的开集，则称 r 为开映射. 

例 3.3.1 设 x 是实赋范空间，则 x 上的任意非零线性泛函/，/ 一定是 x 
到的开映射. 

问题 3.3.1 设 X , y 是 Banach 空间， r e i ( X ，： K )， 问 T 何时一定是开映 
射？ 

定理 3.3.1 (开映射定理）设 X 和: K 是 Banach 空间， r e L ( X , ： K )， 若 T 是 
满射，即 rx = y ，则 r 是开映射. 

开映射定理的证明要用到下面的引理，是 Schauder 在1930年得到的. 

引理 3.3.1 设 X , 7是 Banach 空间， r e L ( X , Y ), 若 TX = 则存在 
e > 0,使得 C /(0, e ) C T ( U (0, 1)). 

引理的几何意义是如果 c /( o , 1 ) 是 x 中的开球，则 r ( t /( o , 1 )) 为 Y 中的点 
集，且中的0点一定是 T ([/ (0, 1)) 的内点. 

定理 3.3.1 的证明设 C / 是 X 中的任意开集，则对任意如 e T ( U ), 存在 
xo e u, 使得 2/o = Txo , 下面只需证明了勒为 r ( r /) 的内点. 

由于 t / 是开集，因此存在 r > 0,使得 U ( x 0 , r ) C C /， 故 

T ( U ) D T ( U ( x 0 , r )) = T{x 0 + x\x£ C /(0, r )} 

= { Txq + Tx\x G J 7(0, r )} 


= Tx 0 + T ( U (0, r )) = y 0 + T ( U (0, r )). 
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由上面引理可知，存在 e > 0,使得 C /(0, e ) C T _， 1))，因此 (7(0, re ) c T ( U (0, r )), 
所以 

T { U ) D y o + T ( U (0, r )) D y o + U (0, re ) = U ( y 0 , re ), 

即为 T ( U ) 的内点，因而 T [ U ) 为 Y 的开集 • 

推论 3.3.1 若 X 是 Banach 空间，则对所有/ e X *, / 一 0, / 一定是开映 
射. 

证明 不失一般性，不妨设 K = R , 则由于/ # 0,因此存在仰 e X ，使得 
f ( x 0 ) - 1,故对任意 a ： e i ?， 有 y = crao e X ，使得 /( y ) = f ( ax 0 ) = a , 因而 f 是 X 
到 i ? 的满射.所以，由开映射定理可知/为开映射. 

思考题 3.3.1 若/是开映射，则/- 1 存在时是否/― 1 一定连续？ 

定义 3.3.2 若 X ， y 为赋范空间， L ( X , Y ), 若对任意 rr ， j / € X ， a : / j / 时, 
必有 Ta ; / 7 Y 则算子 T - 1 : TX — X ，称为 r 的逆算子. 

明显地,若 r e L ( X , Y ), T - 1 存在，则: T - 1 也是线性的. 

例 3 . 3.2 设 x , y 是赋范空间 ， r e 则 T - 1 e l ( y , x ) 当且仅当存 

在使得 

ST = I X , TS - I Y , 

且此时一定有 r - 1 = s . 

证明 若 T - 1 e L ( V , X),^S = T -\ 明显地，有 

ST = T- 1 T = I X , TS ^ TT - 1 = I Y . 

反之，如果存在 S e L ( Y , X )，使得 

ST = I X , TS = I Y , 

则对任意 x ^ y , 有 STx = x^y = STy , 因此 To ; / Tj /， 故 T 是单射， 从而 T - 1 
存在.对任意 2 / e F ， 有％ e X ，故 T ( Sy ) = I Y ( y ) = y ，令 ; r = 办，则： r；r = 仏 
因而 r 是满射，明显地，: r - 1 是线性的，因此: T - 1 为 y 到 X 的线性算子，又因为 
T ~ l I Y = T -\ TS ) = ( T - i T )5 = S , 所以 T - 1 = S e L ( Y , X ). 

逆算子定理是 Banach 在 1929 年给出的，利用开映射定理，容易证明逆算子定 
理成立. 

定理 3.3.2 ( Banach 逆算子定理）设；!：， ： K 是 Banach 空间 ，: T e i ( X ， F ), 若 
T 是双射，则 T - 1 存在，且广 1 e A ：)- 

证明 由于: T 是一一对应，且满的，因此 T - 1 存在且是线性的. 

由于 X , y 是 Banach 空间，且 TX = Y , 因而由开映射定理可知 T 是开映 
射，从而对任意开集 UCX , 有 ( T - l )-\ U ) = T ( U ) 也是开集,所以 T - 1 连续，即 
: T - 1 e L { Y , X ). 
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在逆算子定理中，完备性的条件必不可少. 

例 3.3.3 设 X = {( xi ， … , x n ,0, ■■- ,0)|% e R , 对某个 n，i > ra 时心= 
0 }， | M | = sup |而|,则（ X , || • II )是赋范空间. 

定义 T_.X — X 为 

Tx = (&, ^ x 2 ： ^ x 3 , ••••)， 

则 r e L { X , x )， 且： r - 1 存在，但: T - 1 是无界的，这是因为对 a ：„ = ( o , … ，1，0, … ）e 
X , w T-^Xn = (0, ••- ， n ，0，...)， \\ T - l x n \\= n , 因此 IITH 彡 n 对任意 n 成立，所 
以 r - 1 不是连续线性算子. 

推论 3.3.2 设 || • || 和 IMh 是线性空间上的两个范数，且（ X ， |1 . ||)和 
( X , II - Hi ) 都是 Banach 空间，若存在卢 > 0 ,使得<⑴岡，则 . II 与 IHli 
等价. 

证明 定义恒等算子 J : ( X , II . II ) — ( X , || . Ih ) 为 lx = X , 则由11/0^ = 
IMh <洲邱可知 J 是连 续的. 

显然/是双射，因而由逆算子定理可知，广 1 存在且有界.令 a = 则 

HJ-^H - ||a;|| < ||/ _1 || IHli， 

所以 p^TylNK 114,即 alMKHxilx ^/ JIWI . 

问题 3.3.2 设 X 为[0, 1] 上的全体实系数多项式,对任意 I e X , a ; = : r ( t ) == 

亡 以- 1 ，定义 

i=1 n 

|| a;||i = sup | a ; ⑴ I ， || x|| 2 = ^1^1, 
o ^ t<i 

则 II . Ih 和 II • || 2 都是 x 的范数，并且 IMh < | N | 2 对所有的 xex 成立，但 Hh 
和 li .|| 2 不是等价的范数，为什么？ 

2n 

实际上，对于 z = x ( t ) = V "(- l ) i +1 f _1 , 有 || x||i = sup | x ( t )| = 1, \\ x \\ 2 = 

CKt 彡 1 

^1^1=271, 因此不存在常数/? > 0 ,使得 || x|| 2 < /3 INI ! 对所有的成立， 

i=l 

所以 11.1*11.112 不是等价的范数. 

3.4 闭线性算子与闭图像定理 

在量子力学和其他一些实际应用中，有一些重要的线性算子并不是有界的，例 
如有一类在理论和应用中都很重要的无界性算子——闭线性算子，在什么条件下 
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闭线性算子是连续呢？这一问题的研究，从 Hellinger 和 Toeplitz 于1910年关于 
Hilbert 空间对称算子的工作中就开始了，然后是 Hilbert 空间中共轭算子连续性的 
研究，1932年才发展成闭线性算子在赋范空间上的结果，这就是非常著名的闭图像 
定理. 

若（ X ， || . ||)和％ II • ||)是赋范线性空间，则在乘积 XxF 空间中可以定义 
范数，使之成为赋范空间，对（: rud 和 ( x 2 , y 2 ) € XxY , XgK , 线性空间 X xY 
的两种代数运算是 


+ (x 2 , V 2 ) = {xi +a ； 2 ,yi + 2 / 2 )， 

A(a; ， y) = {Xx,Xy), 

并且范数定义为 

ll ( x , 2/)11 = INI + IMI - 

例 3.4.1 乘积空间 R 2 — Rx R = {(x,y) \x,y € R}, ||( x , y )[| = | a ;| + \y\. 

明显地，有如下的 结论： 

定理 3.4.1 设 X 和 y 都是赋范空间〜 = (x n ,y n ) e X y ， 则〜 — 2 = 
{x,y)eXxY 当且仅当 xeX,yeY Rx n ^ x ， y n — y. 

定理 3.4.2 若 X 和 Y 都是 Banach 空间，则 X x F 也是 Banach 空间. 

下面考虑从定义域 D(T) c X 到 Y 的线性算子， D(T) 为 X 的子空间. 

定义 3.4.1 设 X , y 是赋范空间 ，: T : D(T) y 是定义域 D(T) C X 上的 
线性算子，若 r 的图像 G ( T )- {(x,y)\xe D(T),y = Tx} 在赋范空间 X x y 中是 
闭的，则称了为闭线性算子. 

定理 3.4.3 设 X ， Y 是赋范空间 , r : D{T) ^ Y 是线性算子，则 r 是闭线性 
算子当且仅当对任意 {x n } C D(T), 满足知— x,Tx n — 2 /时， 必有: r e 乃⑺ 且 
Tx = y. 

证明 若 T 是闭线性算子，则 G ( T ) 是闭集，并对于任意0：„ e 0(：0,当 
x n — » x,Tx n ― > 2 /时，有 (x n ,Tx n ) — » (x,y), 因此 (x,y) e G ( r ), 由 G(T) 的定义， 
有 a : e D(T), Tx - y. 

反之，若 （ a ;„， Tx n ) e G (： T )， 且 （〜， Tx n ) -> (x, y) 时一定有 a : € D(T), 
Tx = y, 从而（: r ， y ) = ( a ;， h ) e G(T). 所以 G{T) 是闭集，即 T 是闭线性算子 • 

定理 3.4.4 设 X ， Y 是赋范空间 ， T : Z )( T ) — y 是线性连续算子，若 D{T) 
是闭集，则 r 一定是闭线性算子. 

证明 设: r „ e D{T), x n x,Tx n y, 则由 r 是连续的知 r ； r „ — Tx , 故 
y = ra ;. 由于 D(T) 是闭集，因此 a ; e D(T), 所以: T 是闭线性算子. 

推论 3.4.1 若 r : X — r 是线性连续算子，则 r 一定是闭线性算子. 

这是因为这时 D(T) 二 X 是闭集，反过来，一般来说，闭线性算子不一定连续. 




3.4 闭线性算子与闭图像定理 
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例 3.4.2 设0[0，1] = { a ; ⑴ | I ⑴为[0，1]上具有连续导数的函数}， | M | =• 
sup | o ; ⑷则（<^[0,1]，||.||)是一个赋范空间，在 ^[0,1] 上定义线性算子 ： T 

o ^ t^i 

如下： 

r ： c^o, l] -»c[o,i], 

Tx(t) — x'(t), 任意 t e [0, 1]， 任意 ; r = a ; ⑴ e C 1 [0,1], 

则 i 1 是0[0, l ] 到（: [0, l ] 的闭线性算子，但 r 不是线性连续的. 

事实上， 若 x n e C ^ O , 1] , x n x , Tx n ^ y , j 0 lj 〜⑷在 [0,1] 上“一致收敛” 
于 x { t \ 并且 <⑷在[0，1]上也“一致收敛”于 y ( t )， 因而 x ( t ) 具有连续的导函数 
^⑷，且 x f ( t ) = y ( t ), 所以 z € C 1 ^, 1], 且 Ta ; = y , 即 T 是闭线性算子. 

令 = : E n ( t ) = t n ， 则: E n e C X [0,1] R \\x n \\ = sup \t n \ = 1，但 || Tx n || = 

sup Inf "- 1 ! = n ， 因此 T 不是线性连续算子. 

问题 3.4.1 若 T 是 D(T) c X 到 Y 的闭线性算子，则 T 是否把闭集映为闭 
集呢？ 

例 3.4.3 对任意 a ; = (%) e c 0 , 定义线性算子 r : c 0 -+ c 0 为 

rX = r ( l )> 

则 r 是 c 0 到 Co 的线性连续算子，且 D (； T ) = c 0 , 因此 r 是闭线性箅子. 

对于闭集 c 。， Tc 。 不是 c 。 的闭 子集. 事实上，对于 y n =(^, 去 ，…， 条， 0,…， 0) ， 
y n € Co , 且有 X n = (1, 1, • • • , 1,0, • • ' j 0), x n € c 0 , 使得 r ： r ra = 2/„， 故 y n € Tc 。, 但 
因为? /„ 趋于 2 / = (*, 嘉 ，…， ▲，一 jT ，...)， 故不存在工 e c 0 , 使得 ra ： = j /， 所以 
y i Tc 0 , BP Tc 0 不是 c 0 的闭子集. 

在什么条件下闭线性算子一定是连续呢？这就是闭图像定理所研究的问题. 
定理 3.4.5 (闭图像定理）设 X 与 Y 是 Banach 空间 ， r : D{T) -> y 是闭线 
性算子（这里 D ( r ) C X )，若 D ( T ) 在 X 中是闭集，则 : T 一定是 DCT ) 到 Y 的线 
性连续算子. 

证明 由于 X 和 是 Banach 空间，因此 X x y 也是 Banach 空间，又由 
于 X 是 Banach 空间，且 D ( r ) 是 X 的闭子集，因此 D{T) 作为 X 的子空间是完 
备的. ' 

由了是闭线性算子可知 G{T) 是 X x y 的闭子集，由于丁是线性的，因而 
G{T) 是 X x Y 的子空间，从而 G{T) 是 X x Y 的完备子空间. 

定义从 Banach 空间 G ( T ) 到 Banach 空间 D{T) 的线性算子 

P : G ( r ) — D(T), 

P(x,Tx) = x, 任意 (x,Tx) G G(T), 
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则 P 是线性算子，且 

|^,^)|| = 11^1^11x11 + 117x11 = 11(x^x)11, 

故 || P || < 1，从而 P e L(G(T),D(T)). 

由 P 的定义可知 P 是双射，因而由逆算子定理可知 P - 1 存在，且 P - 1 e 
L{D{T),G{T)), 故对任意 a : G 叫7)，有 

l|Tx||^||x|| + ||Tx|| = ||(x,Tx)|| = HP-^IK II" •㈣， 

所以， r 是 dco 到 y 的线性连续算子. 

若 T 的定义域 D(T ) = 尤即 T 是 X 到 Y 的线性算子,则闭图像定理有下面 
简明 形式： 

‘推论 3.4.2 设 X ， y 是 Banach 空间，且： T 是 X 到 y 的线性算子，则 
Te L(X,Y) 当且仅当 T 是闭线性算子. 

例 3.4.4 设 X， Z 是 Banach 空间，若 A e L(X, Z), B e L{Y,Z), 并对任意 
的 : r e X ，方程 Ac = 都有 唯一解 y ， 试证明由此定义的算子 T:X-*Y,Tx = y, 
有: reL ( x ， y ). 

证明 容易验证 T 是线性算子，要证明 T 是线性连续算子，只需证明 T 是闭 
算子. 对于; Ere e X, x n x,Tx n — y e 有 Ac „ = BTx n . 由于 A, B 都是孝续 
的，因此 

Ax = lim Ax n = lim BTx n = By, 

n^oo n—>oo 

从而 


Tx = y, 

所以， r 是闭算子，由闭图像定理可知 ， r e L(X,Y). 

习题三 

3.1. 设算子 T : Zoo - co, Tx = g) ， 任意 z = ( 而） doo, 试证明 T 是线性 
有界算子，并求 ||r||. , … 

3_2•设 （而 ） e “，算子 ： r : L rn = (| i ) ，任意 a ； =(而 ） e L 试证明了 
是线性有界算子，并求 || T ||. '* 

3.3. 对任意 : r e c 0 , 定义 / ⑷ = 试证明 / e C5, 并求 ll/ll. 

U l[ 

3.4. 设 : T e L(X, Y ), 试证明 Ill'll = sup ||Tx||. 

Ikll<i 
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3.5. 设 x 和 y 是实赋范空间， t 为 x 到 y 的连续可加算子，试证明: r e 

L{X,Y). . 

3.6 . 设 c 是所有收敛实数列全体，范数 || a ;|| = sup | a ； i |, { a ^} 为实数列，若对任 

oo oo 

意 Z e C ， 都有 1/(001 = E CX^X-i I ^ OO, 试证明 /㈤= Yl aiXi 为 c 上的线性连续 

i=l i=l 


泛函，并且||/|| = ；£|叫|<00. 

i=l 

3.7. 设 X ， Y 是赋范空间 ，X 一 {0}, 试证明 Y 是 Banach 空间当且仅当 
i ( X ， y ) 是 Banach 空间. 

3.8. 设 X 是 Banach 空间 ， / n e X * 且对任意 s € X , lim f n ( x ) = f { x ), 试证 

n—OO 

明 / e 

oo 

3.9. 设 x 是实赋范空间， { x n } c x, 试证明对所有的 / e x *, 都有 [ |/(^)| < 

i=l 

n 

oo 当且仅当存在 M > 0,使得对任意的正整数 n 和& = ±1,都有 Yl 5 ^ < M , 

i=l 

3.10. 设 X ， y 是赋范空间 ， T :X -^ Y 是线性算子，且 r 是满射，若存在 
M > 0,使得 


\\Tx\\^M\\x\\, 


对任意 : C e x 成立,试证明 r- 1 是线性连续算子，且 ||r-i|K 

3.11 .设 : r 为赋范空间 x 到赋范空间 y 的闭线性算子，且 r - 1 存在，试证明 
r - 1 是闭线性算子. 

' 3.12. 设 X 是 Banach 空间，/是 X 上的非零线性泛函，试证明/ 一定是开 
映射. 

3.13 . 设； C 是赋范空间， r 是从 X 到 X 的线性算子， D ( T ) = ； C ， S 是从 X * 

到 X * 的线性算子， D ( S ) = X * 若对任意 xGX , f € X *,^ { Sf ){ x ) = / CTa :)， 试 
证明: r 和 s 都是线性连续算子： . 

3.14. 设 X ， Y 是赋范空间， r 为 X 到 Y 的闭线性算子, F 为 X 的紧集，试证 
明 T ( F ) 为 Y 的闭集. 

3.15. 设 X 为 Banach 空间，7 1 为 X 到久 的线性算子，若 r 2 = r ，且 iV ( T ) 和 
R ( T ) 都是闭的，试证明 r e L ( X , X ). 

' 3.16. 设 x ， y 是赋范空间， t„，t e i ( x , y )， 若强收敛于 r , 试证明 r „ 

弱收敛于 r . 

3.17 •设 : ,2 ~* 《2 , Pni^l 5 ' * ' ， $n ， Tn+1，• . ■ ) = (*^li ^2) *' * ， $n ， 0 , . . * ， 0)， 
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试证明强收敛于/，但不一致收敛于 J . 


Hahn ( 哈恩 ) 


Hans Hahn 于1879年9月27日出生于奥地利 
的维也纳，他在维也纳大学师从 Gustav Ritter von Es- 
cherich 攻读博士学位，1902年获得博士学位，博士论 
文题目为 “Zur theorie der zweiten variation einfacher 
integrale ”. 他是 Chernivtsi 大学 (1909 一 1916)、 波恩大 
学 (1916—1921) 和维也纳大学 （1 92 1— I 934 )的教授. 

Hahn 最早对古典的变分法做出了贡献，还发表 
了关于非阿基米德系统的重要论文， Hahn 是集合论 
和泛函分析的创始人之一，泛函分析的重要定理之 

- Hahn-Banach 定理就是以他的名字命名的.他 

在1903—1913年间对变分法做出了重要的贡献.1923年，他引进了 Hahn 序列空 
间. 他还写了 关于实函数的两本书 TTieorie der Reellen Funktionen (1921) 和 iieeZZe 
Funktionen (1932). 

Hahn 获得过很多荣誉，包括 Lieban 奖 (1912), 他是奥地利科学院院士，还是 
Calcutta 数学学会名誉会员. 

Hahn 的数学成就主要包括著名的 Hahn-Banach 定理，其实很少人知道，实际 
上 Hahn 独立地证明了 （Banach 和 Steinhaus 得出的）一致有界原理，其他定理还 
有 Hahn 分离定理、 Vitali-Hahn-Saks 定理、 Hahn-Mazurkiewicz 定理和 Hahn 嵌入 
定理等. Hahn 的数学贡献不限于泛函分析，他对拓扑学、集合论、变分法、实分析 
等都有很大的贡献.同时，他活跃于哲学界，是维也纳学派的一员. 



Hans Hahn(1879—1934) 
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纯数学使我们能够发现概念和联系这些概念的规律， 

这些概念和规律给了我们理解自然现象的钥匙 • 

Einstein (1879— 1955,美国物理学家） 

1929年， Banach 引进了 Banach 空间的共轭空间这一概念，这个思想 Hahn 
在1927年也引进过，但 Banach 的工作更完整，共轭空间就是已知赋范的空间 X 
上的全体线性连续泛函所组成的线性空间 X *，它在范数 ll/ll = sup |/( a ;)! 下是 

||s||=l 

Banach 空间.对于具体的赋范线性空间，弄清这些赋范空间上的线性连续泛函的 
一般形式是非常有用的.另外，赋范空间 X 的性质与它的共轭空间； T 的性质有 
着密切的联系，因此可以通过共轭空间 X * 的性质来研究赋范空间 X 的性质. 


4.1 共轭空间 


由 Hahn-Banach 定理可知，对赋范线性空间X,若X 一 {0}, 则 X* # {0}. 另 
外，对于任意赋范空间 X ， X 的共轭空间 X * —定是完备的. 

n 

定理 4.1.1 / 6 { R n Y 当且仅当有 ,a„) € R n , 使得/⑷= fa 而， 


对任意 ( a ； i , •■- , x n ) eR n 成立，且此时有||/|| = 
证明 若存在 （ cn ，... 使得 



f ( x ) = [ a t Xi ，对任意 ; r =(而）€ i ? n 成立， 


则 / 是 iT 上的线性泛函，且 

n n 

1/㈤ 卜 E ^ 〉 : \*^i\ |^i| 

i=l i=l 

/ n \ § / n \ i 

< (公 M 2 ) (Sw 2 ) 



I 
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所以 

11/11 = ( en 2 ) 5 

由上面定理可以看出 （/?")* 与只"是几乎一样，为了刻画这样的“一样”关系, 
下面引进保范同构的概念. 

定义 4.1.1 设 x 和 y 都是赋范空间，若 t 是 x 到 y 的线性算子, r 是双 
射，并且对于任意 : r e 义，有 || T ^|| = || x ||, 则称 r 是 x 到 y 的保范同构，亦称 x 
与 y 是保范同构的. 

明显地,若 x 与 y 是保范同构的，则 x 和 y 具有几乎一样的性质，因而可将 
它们看成是一致的. 
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由上面定理的证明可以看出，若定义 （ K ra )* 到欠"的线性算子为 r / == (/( ei ), 
/( e 2 ), •• - ，/( e n ))， 则 r 是 （ K n )* 到 JT 1 的保范同构，因此可以把上面定理写成 
{ R n )* = R n 的 形式. 

oo 

定理 4.1.2 / € c 5 当且仅当存在（叫） e 圮使得 / Or ) = ^2a iXi 对所有 


x = ( xi ) e co 成立，且此时有 H/ll = [ K 

i=l 

证明若 / € 喵，则对 ei = (()，.• • ， 1 ， ()，•.•）€ cq ， 有 

f (^) = / ( 

oo 

= 〉 ：^i f { e i ) 

\i=l / 

i=l 

对任意: r = (a) € Co 成立. 令 a = (ai) = 

oo 

= (/(G ))， 则 /⑷ = ^ 2 / OLiXi , 对任意 

x = ( xi ) e cq 成立. 

i=l 


由 1 / ㈤ KII/II • II 圳可知，对于 


当 i 彡况叫笋0时， 

OLi 

^ ] 0, 当 i < iV 时，叫= 0时， 
0， 当 i > iV 时. 

有 II^ nII < 1，且 

N 

K^n) = 幻卬|， 

i=l 

因此 

1/(^)|< 11/11 - IM <11/11 ， 

N 

故 ^ 2 1叫1 < ll/ll < °°，所以（叫 ） e 

i=l 

反之,若存在（％) eh ，使得 

oo 

f (*^) = 〉: 

i=l 

对任意 Z = (A) € Co 成立，则 / 是 Cq 的线性泛函，且 


22 ^ 1 X 1 < sup|xi| ( 2j|ai| = I 
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因此/ e 咕，且 ll/IK f > d ，所以11/1 卜 f > i |. 

i=l i=l 

由上面定理可知 cS = L 类似地，不难证明下面定理 成立： 

定理 4.1.3 II = l x . 

定理 4.1.4 对于 1 < p < oo , 有 ( l p )* = l q , 这里 - + - = 1, p > 1, g > 1. 

- ^ p q 

对于 X 的共轭空间； S ：' 同样可以考虑它的共轭空间( X *)*,称为 X 的二次共 
轭空间，记为 X **, 由上面讨论可知唣* = 对于1 < p < oo , 有 if = 心. 

赋范空间 X 的性质与它的共辄空间 X * 的性质有着密切的联系，如若 X * 是 
严格凸的，则对于 X 的任意子空间 M 上线性连续泛函/，它在； C 上只有唯一的 
保范延拓. 

利用共辗空间 X * 的性质,还可以弄清原来的赋范空间 X 的性质，如 X 的可 
分性等. 

定理 4.1.5 设 X 是赋范空间，若 X * 是可分的，则 X 也是可分的. 

证明 由于 X * 是可分的，因此存在 { g „} C X *， g n # 0,使得0 = X *， 
令 /n = 则而〕 5( X *)^{/| ||/|| = 1}. 

由 ll/nll = 1 可知，对 e = ^ 存在〜 e X ， || x „ i | = l , 使得 \ fn ( x n )\ >1- 

令 M = 为 { x n } 生成的闭子空间，则 M 是可分的，且一定有 X = M . 

事实上，如果 X ^ M , 则由 Hahn - Banach 定理可知存在/ e X *, ||/|| = 1,使得 

f ( x ) — 0 , 对任意 x e ： M 成立. 


故 

||/n-/||= sup |/„( x ) - f ( x )\ > \ fn ( x n ) - f { x n )\ = \ f n { x n )\ = 

||x||=l ^ 

但这与 { fn}D S ( X *) 矛盾，从而 X = M , 所以 X 是可分的. 

4.2 自反 Banach 空间' 

对于赋范空间 x , 可以讨论 x 的共轭空间 x * 和二次共轭空间 x *% 如喵 = k 
成* = L 等，当然还可以讨论三次共轭空间 X ***和四次共轭空间 X ****等，赋范 
空间 X 的性质与它的二次共轭空间 X **有着密切的联系. 

对于任意可以构造出 X * 的线性泛函如下： 


x **(/) = /( x )^ 这里 / ex *. 
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则由 

t^(/)l = l/WK 11/11 - INI 

可知为 X * 上的线性连续泛函，且 || a ;**|| < || a ;||. 因而对于任意 x eX , x ** G 
X **, 若定义 Ja ; = /*，则 ■/ 为 X 到； r * 的映射. 

映射 J 称为 X 到； r * 的自然嵌入，它有下面的 性质： 

定理 4.2.1 设 X 是赋范空间， J ‘X 一 X **, 则 J 是 X 到；的保范线性 
算子，即 

(1) J(ax + Py ) = aJx + /3 Jy ; 

(2) || Jx || = || x ||. 

证明 （ l ) 对任意 / e x *， 有 


J(ax + /3 y )( f ) = f{ax + /3 y ) = af ( x ) + Pf { y ) 


= aJx ( f ) + pjy ( f ) = (a Jx + pjy )( f ). 

(2) 对任意 x € X , x ^ O ,^ Hahn-Banach 定理可知，存在 / € X *，||/|| = 1，使 
得 /(aO = 1WI , 故 


㈣ 卜 |/( o 0 卜 |蝴|<|网 . ||/|| = ||州|， 

因此，由 || jx || = || x -| K || x || 可知 || Jx || = INI . 

记 cc e X },则 JX c x **, 且 j 是 x 到的保范同构，因而可 
以把 x 和看成一样的赋范空间，即不区分 x 和在这种意义下， x 可看 
成 X **的子空间，即 X C X **. 

—般来说， JX 与 X **是不相等的，如果 JX = X # 的话，赋范空间 X 就具有 
很好的性质.1927年， Hahn 在研究赋范空间的线性方程时，认识到了这种空间的 
重要性，引入了自反这一概念. 

定义 4.2.1 设久是赋范空间，若从 X 到；的自然嵌入映射 J 是满射，即 
JX = X **, 则称 X 是自反的. 

c 0 , L L 和 C [0,1] 都不是自反的，但 Z p (l < p < 00) 是自反的 • 

明显地，若 X 是自反的，则 X 与 X **保范同构. 

问题 4.2.1 若 X 是 Banach 空间， ；!： 与 X** 保范同构时，是否 X —定 
自反？ 

James 在 1951 年已构造了一个非自反的 Banach 空间 X，X 与； T* 保范同构， 
但 X 不是自反的. 

由于 X 自反时，有；= X ，因此 X —定是完备的赋范空间. 

定理 4.2.2 若 X 是自反的赋范空间，则久是 Banach 空间. 
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怎么才能知道一个 Banach 空间是自反的呢？ James 花了 20年的时间研究这 
一问题，得到了一个很简明的判别法. 

定理 4.2.3 Banach 空间 X 是自反的当且仅当对任意/ €久*，存在 a : G 
X ,\\ x \\ = l,m f ( x ) = ii / ii . 

利用这一定理,容易证明任意有限维 Banach 空间是自反的. 

定理 4.2.4 若 Banach 空间 X 是有限维的，则 X 是自反的 Banach 空间. 
证明 对于任意 / e X *，由 II/II = sup f ( x ), 可知存在; r n € X , || x „|| = 1, 

II 工 11=1 

使得 /(&) — 11/11.由于 X 是有限维的，因此闭单位球是紧的，故 { x n } 有收敛子 
列 Zn fc — A 从而 I 卜 II = lim || x nfc || = 1,满足 /㈤ = lim f { x nk ) = ||/||,所以 X 

k—^oo fc — 

是自反的 Banach 空间. 

定理 4.2.5 若 Banach 空间 X 是自反的，则 X 可分当且仅当 X * 可分. 

证明 由定理 4.1.5 可知，只需证明 X 可分时， X * 可分.由于 X 是自反的， 
因此 X ** = X ，故 X 可分时， X **可分，所以 X * 是可分的. 

由于 G = 2 oo , 并且 G 可分， Zoc 不可分，因此由上面定理可知，~不是自反 
Banach 空间. 

Banach 空间的自反性有很多重要的性质，下面就是一些自反的充要 条件： 

定理 4.2.6 若 X 是 Banach 空间，则下列条件是等 价的： 

(1) ■是自反 Banach 空间； 

(2) X 的每个闭线性子空间都是自反 Banach 空间； 

(3) X 的每个闭凸集 A 都有范数最小元，即存在 z 0 € 4使得 HxolN inf { i | a ：|| |cr 
G A }; 

(4) X 的每个闭凸集 A 都是可逼近集，即对任意 xGX , 都一定存在 ; ro e A 

使得 

|| x - x 0 || = inf{||x - y\\\ye A }. 

4.3 弱收敛 

在赋范空间 X 中，序列 { x n } 的收敛定义为 || ar n - 圳 — 0,即:依范数收敛 
于这种收敛性亦称为强收敛，但在 X 和 X * 上还可以定义比范数弱的收敛性, 
这就是弱收敛性和弱 * 收敛，这些收敛性在研究 X 和 X * 的性质以及它们的联系时 
起着重要的作用. 

定义 4.3.1 设 X 是赋范空间， £ X , x 0 e X , 若对任意/ € X '都有 


f ( x n ) fM 
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则称 { x n } 弱收敛于: tq ， 记为 a；o 

例 4.3.1 设 { e n } 为 co 的 Schauder 基，则对于任意/ €喵，有 a = (%) e Zi ， 
使得/ = a ， 故 f ( e n ) = a n , 因此 /( e n ) •- / ⑼ — 0 对任意/ G 成立，即 e n A 0. 
定理 4.3.1 设 X 是赋范空间， { x n } C X ， 若〜 — ％则 
证明由于: Cn — > X, 因此 | 卜 n — z || — 0,故对于任意/ € X *，有 


\ f ( Xn ) - f ( x )\ = \ f ( x n ~ x )\ < Il/H - \\ x n - x \\ ^0, 


所以 

一般来说， a ; 时，不一定有〜一 x , 例如，在 co 中， e n 0，但 
|| e n -0|| — ◦不 成立. 

由 Hahn - Banach 定理容易知道，若 { x n } C X 是弱收敛序列，则 { x n } 的弱收 
敛点唯即〜 a :, 且 a ; n a :' 时，有: c ' = 

虽然〜 z 时，一般〜一 x 不成立，但有一些赋范空间，弱收敛与强收敛 
是一致的. 

定理 4.3.2 若 X 是有限维 Banach 空间，则〜工吻当且仅当〜 — 吻. 
证明明显地，只需证明对于有限维 Banach 空间，当〜」 U 吻时， 一定有 
x n ―> xq . 设 ei ， …， e m 为 X 的 Schauder 基，则对 € X ，吻 € X ，有 

x n = J^^ n) ei, x 0 = ^^ 0) ei. 

i=l i=l 

由于 ei , ••• ， 6 m 是 Schauder 基，因此 多 span{ej \j _ i }， 故由 Hahn-Banach 定理 
可知存在 /i € X % 使得 fi ( ei ) = 1，且 fi ( ej ) = Q ， j _ i . 

由 x n rr 0 可知 fi { x n ) ― ^ /i(x 0 )， 因此 xf 1 ) —• xf ). 

因而 • 


||^n ^o|| = 




ei 


i=l 


m 

^ \ X i n) -^ 0) | - INill — 0 

i=l 


(n 0)， 


所以序列 {〜} 强收敛于: c 0 : 

问题 4.3.1 若 X 是 Banach 空间，且有 a； n a : 时,; r n —> a :， 则 X 是否一 

定是有限维 Banach 空间？ 

有趣的是 Schur 在1921年证明了在 h 中，〜上 a : 与; r n y z 是等价的. 
定理 4.3.3 在 h 中， a ;„ 二 a : 当且仅当〜 

弱收敛还可以用下面的定理来 刻画： 

定理 4.3.4 设 X 是赋范空间 { x n } CX , : c e X ,则 x n ^Ux 当且仅当 
⑴ { W } 有界； 
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(2) 存在 M C X *,使得 M = X *，且对所有 / e Af ，有 f ( x n ) ^ f ( x ). 

证明令 /? = max {|| x ||, sup || x n ||} + 1,则由 （1) 可知，0 < /3 < + oo , 且 

|| x || < || x n || < (3 , 对任意 n 成立. 

对于任意 e > 0,由于而= X *，因此对于任意 g e X *，有/ € M , 使得 
llfl - /|| < ^，由 / e M 可知 f ( x n ) f ( x ), 故存在 AT ， 使得 n > iV 时，有 

l/(^n) - /㈣ 〈吾 ’ 

因而对于 n > N , 有 

I 咖 n) - 3( 工 )|< IffOn) - f ( x n )\ + \ f { x n ) - f { x )\ + \ f { x ) - g ( x )\ 

< Il5 — /I! • Iknll + g +11/ - sil • Ikll 

所以 g ( x n ) —> g ( x ) 对任意 g £ X * 成立，即; c n 二; r . 

反过来， 若 x n 工 x , 则对任意 f eX \ 有 f ( x n ) -> f ( x ), 故 

因而 

sup {|| Jx „(/)||} < + oo . 

由于 X * 是 Banach 空间，因此由一致有界原理可知 sup {|| Jx n ||} < + 00 ，即 
sup {|| a ; n ||} < + 00 ,所以 {|| a ; n ||} 是有界的. 

类似于列紧性的定义，可以定义弱列紧性. 

定义 4.3.2 设 X 是赋范空间， F 是 X 的子集，若 f 的任意序列都含有弱收 
敛子序列，则称 F 是相对弱紧的.若弱收敛点都属于 F ， 则称 F 是弱列紧的. 

例如，在 z 2 中，功 2 = { ㈤ e z 2 (g |^| 2 ^ < lj 是弱列紧的. 

与列紧性刻画了有限维 Banach 空间的特征类似,弱列紧性刻画了自反 Banach 
空间的特征. 

定理 4.3.5 Banach 空间 X 是自反的当且仅当 X 的任意有界集都是弱相对 
列紧的. 

对于赋范空间 A ： 的共轭空间 X *，由序列弱收敛的定义，对/„ e X *，/ e X *， 
fn 二 f 当且仅当对于任意 F e P *， 有 F ( f n ) F ( f ). 除了范数收敛和弱收敛， 
在 X * 上还可以定义弱*收敛. 
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定义 4.3.3 设 X 是赋范空间， fn,f ex * , 若对任意 xex ,^ fn ( x ) 一 f ( x ), 
则称/„弱*收敛于/，记为/„ A /. 

明显地，在 X * 上，弱收敛比弱*收敛强. 

定理 4.3.6 设 X 是赋范空间，/„，/ e X *,若/„/，则/„ & /• 

类 似于弱 收敛，对于弱 * 收敛，有下面的定理 成立： 

定理 4.3.7 设； (:是 Banach 空间， / n ， / e X * ， 则/„ ^ /的充要条件是 

(1) { ll / n ||} 是 有界； 

(2) 存在 M C X ，使得 M = X , 且对任意 : c e M ， 有 f n ( x ) -> f ( x ). 

定理 4.3.8 设 X 是自反 Banach 空间，/„，/ € X *，则/„ ^ /当且仅当 

例 4.3.2 对于 c Q 的共轭空间取 / n = e n e Zi , 则对任意 : r e c Q , 有 
lim | a ； i | = 0, 因此 f n ( x ) = a ;„ -> 0, 故 /„ 二 0. 但对于 F = (1， 1，1，1 ，…） e Zoo , 

i—^oo 

有 F (/ „) = 1, 因而 /„ 不弱收敛于 0. 

由上例可知，序列的弱*收敛要比弱收敛还要弱. 

类似于 X 中弱列紧集的定义，可以考虑 X * 中子集的弱列紧性. 

定义 4.3.4 设 X 是赋范空间， F C X *, 若 F 中任意序列都含有弱*收敛子 
序列，则称 F 为 X * 的相对弱*列紧集. 

若 F 中任意序列都含有弱 * 收敛子序列，且其弱 * 收敛点都属于 R 则称 F 是 
X * 的弱*紧列集. 

明显地，对于 X * 的子集 fF 的列紧集要比弱*列紧性强. 

定理 4.3.9 若 F 是 X * 的列紧集，则 F —定是弱*列紧集. 

可分 Banach 空间的 Banach - Alaoglu 定理是 Banach 在1932给出的 • 

定理 4.3.10 ( Banach - Alaoglu 定理） 若 X 是可分 Banach 空间，则 X * 的每 
个有界集都是相对弱*列紧的. 

证明 设 F 是 X * 的有界集， {/„} C f ， 则存在 <7 > 0,使得||/„||彡 C 对任 
意 n 成立. 

由于 X 是可分的，因此存在可数集 M = {町，巧，〜 } C X ,使得 
M = X . 对于任意而€ M 和/„，有 


\fn(Xi)\ < ||/„|| • ||Xi||.< (7||0；*|| < +00, 
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因此是夂中的有界数列，因而可以取到满足下列条件的/„子 序列： 
{/^} C {/„} & A (1) ，/ 2 (1) , ... ，皮)，…在町点 收敛； 
{#)}(：{砍)}且/( 2 )，片)，.，皮)，...在 •^ 1 5 «^2点收 

{ A k) } c {/n 且 f [ k \ i k \ …，#)，…在 XI, X 2 , ■■■ , x k 点收敛， 

这里 {/^ fc+1) } c { f ^ k) } c {/„}. 

利用对角线法，取子序列 {/〗 n ) }， 则 {/ i n) } c {/„}，且对任意 而 e M ， 有 
lim fi n \ Xi ) = f ( Xi ) 存在，因而由上面定理可知 { fi n) } 弱*收敛于 /. 所以 F 是 

n—>oo 

x * 的相对弱*列紧集. 

1940年， Alaoglu 第一次给出了一般 Banach 空间的 Banach - Alaoglu 定理的 
证明. 

定理 4.3.11 ( Banach - Alaoglu 定理）若 X 是 Banach 空间，则； T 的每个有 
界集都是相对弱*列紧的. 

例 4.3.3 设 X 是 Banach 空间， M 是 X 的闭子空间，若卜„} C M , 且 
X n Xo, 试证明： r 。 € M . 

证明 假设《 M , 则由于 M 是闭子空间，因此 d ( x 0 , M ) > 0,故由 Hahn - 
Banach 定理，存在/ e X *，||/| 卜1，使得 /( ir 0 ) = d ( x 0 , M ), 且对于任意 : r e M ， 有 
f ( x ) = 0,因此 f ( x n ) = 0,但这与 /( x „) -» f ( x 0 ) 矛盾，所以 a；o e M . 

4.4 共轭算子 

由赋范空间 x 到赋范空间 y 的线性连续算子，可以讨论到； r 的共轭算 
子，这种共轭算子在讨论物理学及其他一些应用中出现的算子方程时是很有用的. 

定义 4.4.1 设 X 和 F 是赋范空间 . r € L ( X , Y ), 若存在 y * 到 X * 的算子 
t *, 使得对任意/ e y * fo X e x , W 

( T * f )( x ) = f ( Tx ), 


则称 r * 为 r 的共轭算子. 

对于任意 r e l ( x , y ), 是否 r 的共轭算子一定存在呢？ 

定理 4.4.1 设 X， Y 是赋范空间， 若 Te L ( X,n 则 t 的共辄算子: r —定 
存在，且 in = _• 

证明对于任意 / er *， 定义 


g { x ) = f ( Tx ), 任意 x ex , 
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则是线性的，且 

| 5 ( x )| = |/( Tx )|< II/H • HTxlK 11/11 • || T || - || x ||, 

从而 5 ex ' 并且 ll/ll . imi . 

定义 

T * : Y * X *, 

T*f = g , 


则 r * 是 y * 到 x * 的线性算子. 

由于 IIP/II = _< ll/ll • 叹11，因此 l | r*|K rii ， 故； r * e L ( y *， x *)， 且对 
任意 / e r，z e X ，有 

(: r/)W 二 f ( Tx ), 

因而， T * 为 T 的共轭算子. 

对于任意 xGX ,^ Tx ^ O , 则由 Hahn - Banach 定理可知存在/ e ： T ， ||/|| = 
1，使得 

f ( Tx ) = \\ Tx \\, 

故 

\\ Tx \\= f ( Tx )= T * f ( x )^\\ rf \\ • INKim - II/H - | N | = || T *|| • | N |. 

对于 : r e X ， 若 r：r = 0,则明显地有 \\ Tx \\^ || T *|| . 扣||，因此 ||^|| < || T *|| • || x ||, 
对任意 xex 都成立.因而 ||r|K \ n 又因为 || r *||< \\ t \\, 所以 || T * H - Ill ' ll . 
对于共轭算子的运算，有如下的基本 性质： 

定理 4.4.2 设 X ， y 是赋范空间，若: r 2 e L ( X , y )， 则 

㈣ + pT 2 y = aT * + pT ；. 

证明对任意 fev ' xex , 有 

l ( aT ： + /3 T 2 )* f ]( x ) = f (( aT ! + /3 T 2 )( x )) = af ( T lX ) + 0 f ( T 2 x ) 

= «7 T /0 e ) + PT ^ f ( x ) = [« + PT ；)( f )]( x ), 

所以 （ a 7\ + PT 2 )* - aT ： + 阳. 

定理 4.4.3 设久， ^ Z 是赋范空间，若 S e L ( X , Y ), T € i ( Y ； Z )， 则 
( TS )* = S * T *. 

证明对于任意 /e Z *, ;r eX ， 有 


[( TSyf ]( x ) = f (( TS ) x ) = f ( T ( Sx )) = ( T * f )( Sx ) = [ S *( T * f )}( x ), 




.80. 


第 4 章共辗空间 


因此， {TS)* = S*T*. 

共辄算子与线性算子方程的可解性有着密切的联系. 

定理 4.4.4 设X是实赋范空间， r e L{X, X), yex, X^O, 若存在满足方 
程： r*/ — A/ = 0 的/，使得 /(y) 笋 0,则方程 Tx-Xx^y 无解. 

证明 反证法.假设方程 Tx ~ \x = y 有解; Eo , 则 

y = Txo - Xxq, 


故对满足方程的/，有 

/⑼= /(Txo - Ax 0 )- T*f(x 0 ) - \f(x 0 ) = (T*f- A/)(x 0 ) = 0. 
但这与定理的条件矛盾，所以定理得证. 

习题四 


4.1. 试证明喵= Zi . 

4.2. 试证明 Z ；； = I . 

4.3. 试证明 G = 

4.4. 试证明 l ^^ h . 

4.5. 试证明〖 2 是自反的. 

4.6. 试证明在 Z 2 中强收敛比按坐标收敛强. 

4.7 . 设； t 是无穷维的赋范空间，试证明 X * —定也是无穷维的赋范空间. 

4.8 . 设 X 是赋范空间 ，〜，： r e X, 〜 JU a 若 { x n } 是相对紧的，试证明 

Xfi ^ X • 

4.9. 设 X 是 Banach 空间 ，： K 是赋范空间， T„，r e L(X, Y), 若： c „, z e 
X , h — a ;, 且 r „ 弱收敛于 r , 试证明 T n x n 二 Tx . 

4.10. 设 X , y 为 Banach 空间 ， r e L(X,V), 若 〜 z ， 试证明 Tx n Tx. 

4.11 . 设 X 为赋范空间， x n ,x e ■，若 x ra 工 a ;， 试证明 || x || < lim inf || x n ||. 

n—>oo 

4.12 . 设 X 是赋范空间， fn,f&X*,x n 弱收敛于 a ;， 且 /„ 收敛于 
/，试证明 fn(x n ) f(x). 

4.13. 设 X 是 Banach 空间，： c „, x e XJ n , f e X*, x n —%/„'/， 试证明 
fn { x n ) f { x ). 

4.14. 设 X ， ： K 是 Banach 空间 ，: T e L ( X ， y )， 且: T - 1 存在且有界，试证明 ： T 
的逆存在且 （ T *)- 1 = ( r - 1 )*. 

4.15. 试证明在中弱收敛与强收敛不等价. 
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4. 16. 设 X 是赋范空间，: x , M = span { x n }, 试证明 x e M . 

4.17. 定义算子 T : /i —>• / i , T ( xi , x 2 , • • • , x n , •••) = (^ i ? $ 2 ，…，〜，0， •••)， 
试求: T . 


Riesz(ll 斯 ) 


1880 年 1 月 22 日， Frigyes Riesz 出生于奥匈 
帝国（现在的匈牙利）的 Gyor , 1902年在布达佩斯 
( Budapest ) 获得博士学位，他的博士论文是几何方面 
的. Riesz 是泛函分析的创始人之一，他的工作在物 
理中有许多重要的 应用. 他用 Prechet 博士论文中 
的想法，利用 Prechet 的度量将 Lebesgue 的工作与 
Hilbert 和他的学生 Schmidt 在积分方程方面的工作 
连接起来. 

1907年和 1909年， Riesz 先建立了 二次 Lebesgue 
可积函数的泛函表示定理，然后，得到了 Stieltjes 可积 
函数的泛函表示定理.接着，他开始了赋范函数空间 
的研究. Riesz 在1910年的工作标志着算子理论的开始.1918年，他的工作已接近 
于 Banach 空间的公理化理论，而这些是 Banach 两年后才建立的. 

1922年， Riesz 和 Haar 在 Szeged 创建了 Janos Bolyai 数学研究所. Riesz 成为 
新杂志 Acta Scientiarum Mathematicarum 的编辑， Riesz 在该期刊发表许多论文， 
1922年关于线性泛函的 Egorov 定理就发表在该刊物第一卷的第一部分 • 

Riesz 在泛函分析领域给出的很多基本结果与 Banach 不谋而合.他在1907年 

证明的定理- Riesz-Fischer 定理是 Hilbert 空间 Fourier 分析的基础. Riesz 对包 

括遍历理论在内的其他领域做出了很多贡献，他还研究了正交系列和 拓扑. Riesz 和 
他的学生 Bela Szokefalvi-Nagy 写的《泛函分析讲义》是非常好的泛函分析著作. 

Riesz 的成就给他带来了很多荣誉，他当选为匈牙利科学院院士. 1949年，他 
被授予 Kossuth 奖，并被授予 Szeged 大学、布达佩斯 Budapest 大学和巴黎大学的 
荣誉博士学位. 



Frigyes Riesz (1880 — 1956) 
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只要一门科学分支能提出大量的问题，它就充满着生 
命力，而问题缺乏则预示独立发展的终止或衰亡. 

Hilber (1862 —1943,德国数学家） 

Hilbert 空间在历史上比赋范空间出现得早， Z 2 是最早提出来的 Hilbert 空间， 
1912年由 Hilbert 在研究积分方程时给出，而 Hilbert 空间的公理化定义直到1927 
年才由 Neumann 在《量子力学的数学基础》中给出，但它的定义包含了可分性的 
条件，1934年， Lowig , Rellich 和 Riesz 指出，对于绝大部分理论，可分性是不必要 
的，因此可分性的条件就去掉了. 


- 5.1 内积空间 

在丑 2 中，把一个点看成一个向量，对于 i ? 2 的任意两 个点 ; r = (^ 1)3；2 ), y = 
( 2 / 1 , 2 / 2 ), 定义内积 ( x , y )= x m + x 2 y 2 , 则可把向量的垂直、交角、投影等用内积来 
刻画，并且内积具有很好的性质. 

定义 5.1.1 设 X 是线性空间，若存在 X x X 到 / S ： 的一个映射（•，.)，使得对 
任意 x , y , z e X , ^ 

(1) ( x , y ) = { y , x )\ 

(2) {ax + Py , z ) = a ( x , z ) + P ( y , z )] 

(3) ( a :, x ) > 0, 且 ( x , x ) — 0 当且仅当 x = 0 时成立. 

则称（.，.）为 X 上的内积， X 称为内积空间. 

在 Z 2 = jcxi ) Xi GC , ( ㊂ hlj 2 < +00,这里 C 为复数域}上，定义内积为 

oo 

( x ， y ) = Y / X i ¥ u 则明显地,是一个内积空间. 
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i? n 中的 Cauchy - Schwarz 不等式可以追溯到 
Lagrange 和 Cauchy , 积分形式的 Cauchy-Schwarz 
不等式是 Bouniakowsky 在1859年和 Schwarz 在 
1885年证明的.〖 2 中的 Cauchy - Schwarz 不等式 
则是 Schmidt 在1908年得到的.抽象的 Cauchy - 
Schwarz 不等式是 Neumann 在1930年证明的.在 
内积空间 A ■中，有下面的 Cauchy - Schwarz 不等式 
成立. 

定理 5.1.1 ( Cauchy-Schwarz 不等式 ）若 X 
是内积空间，则对任意 o：，y € X ，有 

|( x ， y )| 2 < ( x , x ) - ( y ， y ). 

证明明显地，只需证明 y ^ O 时不等式成 
立. 



Augustin-Louis Cauchy 
1789—1857 


对于任意 A e 尺， y / 0,有 

(x + Xy,x + Xy ) = ( x , x )+2 Re {( x , y ) X } + ( y , y ) - | A | 2 . 



取 A : 


(工， y ) 

(y, y) 


，则 


( x ， x ) — 2 


1( 工， y) I 

(y, y) 


因此 



1 (^ y )\ 2 
(y, y ) 2 


(y, y) ^ o, 


\{ x , y )\ 2 ^ ( x , x ) - { y , y ). 

利用 Cauchy - Schwarz 不等式，可以证明 
任意的内积空间 X 都可以定义范数|问| = 
V / M , 使之成为赋范空间. 

定理 5.1.2 设 X 是内积空间， ||; r || = 
则 II . II 是义的范数. 

证明由内积的定义可知 IMI 二0时，有 : r = 0. 由于 

( Xx , Xx ) = \\( x , x ) = | A | 2 ( a ;, x ), 

因此 , || Ax || = \/( Ax , Ax ) = IAI ^/(工，工) =| A | || a :||. 

对于任意 ; r，y € X ，由 Cauchy - Schwarz 不等式，有 

\\x + y \\ 2 = (x + y , x + y ) = ( x , x ) + 2 Re {( a ;, y )} + ( y , y ) 


Karl Hermann Amandus Schwarz 
1843—1921 
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^ (x, x) + 2( x , x)i(y, y)i + (y, y), 

因而 ||x + ?/|| ^ || x || + || y ||, 所以 || ■ || 是 X 的范数. 

由上面定理可知，对于任意内积空间 ， IMI = 
\/{x,x) 是 X 的范数，一般称这一范数为内积 (x,y) 
诱导的范数，在这一范数的意义下，可以把内积空间 
X 看成赋范空间 （ X ，|| • ||)，这样的内积空间 X 上可 
以使用赋范空间 PUI . II ) 的所有概念,如序列的收敛 
和子集的列紧性、完备性等. 

定义 5.1.2 若内积空间 X 在范数 || z || = 
\/(x, x) 下是 Banach 空间，则称 X 是 Hilbert $ 
间 

David Hilbert (1862—1943) 1 

容易证明，〖 2 是 Hilbert 空间.内积空间还具有许 
多很好的性质. 

定理 5.1.3 设 X 是内积空间，若 y ， 则 (x n ,y n ) (x,y). 

证明由于 

\{x n , Vn) - (x, y)\ < \{x n , y n ) - (x, y n )\ + |( x , y n ) - ( x , y)\ 

= \{ x n - x , y n )\ + |( a ;, y n - y )\ 

< Ikn -a；|| - llynll + ||x|| - \\yn-y\\r 

因此，当; E n — X ， — y 时，有 （ a ；„, y „) 4 ( X , y ). 

不难证明，对于内积空间 X ，有如下的极化恒等式 成立： 

定理 5.1.4 设是实内积空间，则对任意 x , yeX , 有 

(x, y) = ^{\\x + y \\ 2 - \\x - y\\ 2 ). 

定理 5.1.5 设 X 是复内积空间，则对任意: c，y e X ,有 

( X ， y ) = ^(|| a : + y \\ 2 - || x - y || 2 + i||x + i ?/|| 2 - i || a :- iy || 2 ). 

由于内积空间具有很好的几何直观性,而每一个内积空间都可以引入范数||刈 
= 使之成为赋范空间，因此可以考虑如下 问题： 

问题 5.1.1 对于任意赋范空间 X ，可否定义内积使之成为内积空间，且满足 
|| x | 卜 yj { x , x )? 

OO 

例如，在赋范空间 h 中，对于任意 X,ye h , 定义 （ a :， y ) = ^>兩，则 （ z ， y ) 
是否为 Zi 的内积，并满足|卜|| = \/( x , x )? 





5.1 内积空间 


. 85 . 


定理 5.1.6 设； C 是赋范空间，则可以定义内积（•,.)，使 X 成为内积空间，且 
!kH = ^ x ) 的充要条件为 x , yGX 都满足平行四边形法则 ， SP 

lk + y || 2 + || a ；- 2/ || 2 = 2(| N | 2 + | M | 2 ). 

证明 若 X 可以定义内积，使之成为内积空间，且 IMI = 则 

||x + y \\ 2 + || a : - y \\ 2 = (x + y , x + y ) + ( x ~ y , x - y ) 

= 2( x , x ) + 2( y , y ) = 2\\ x \\ 2 + 2|| y || 2 . 

反过来，若对于任意 x，y e X ， 有 

|| a； + 2/ || 2 + || x - 2/ || 2 = 2 (| N | 2 + || y || 2 ). 

为了简明起见，这里只证 X 是实赋范空间的情形. 

令 0， y ) = \{\\^ + y \\ 2 - llz — 2/ ll 2 )， 贝 1 J 

(1) ( x , y ) = ( y , x )- , 

(2) ( x , a :) 彡0且（ X ， x ) = 0且当仅当 ; r = 0; 

(3) 对于任意 x , y,z G X ,有 

(x + y , z)=~(\\(x + y ) + z \\ 2 - \\(x + y ) - z \\ 2 ) 



由于 

( x , z ) + ( y , z ) =^(\\x + z \\ 2 - \\x - z \\ 2 + \\y + z \\ 2 -\\y - z \\ 2 ) 
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4 


2 



x-\-y 

2 


+z 




( x + y 




x + y 




x + y 


因此 


(x + y , z ) = ( ar , z ) + ( y , z ). 

对于任意 A e R , x,y e /，令 /( A ) ：= ( Aar ， y )， 贝 IJ /( A ) 为连续函数，且 /(Aj + 
A 2 ) = /( Ai ) + /( A 2 ), 因此 /( A ) 是线性的，即 /( A ) = /(1). A ， 因而 ( Xx , y ) ^ X ( x , y ). 

由 ( x , x ) = i(||x + x \\ 2 - || a : - i || 2 ) = || x || 2 可知 = ^( x , x ), 因此 （: r ， y ) 是 

X 上的内积，且 iwi = v ^ J . 

在上面定理的证明中，当； C 是复赋范空间时，令 

(^, y ) = + y \? - \\x - y \\ 2 + i || a : + iy \\ 2 - i||x - it /|| 2 ), 

则可证明 ( x ， y ) 就是 X 上的内积，且满足 | M | == y /{^ x ). 

由以上定理可知,一般的赋范线性空间 ( X ,||-||) 不一定可以定义内积（.，.)，使 
之成为内积空间，且满足= V / M - 

例 5.1:1 在 /災中，取 a : = (1，1，0, 0 ,…）， y = (1， 一 1，0,…），贝 IJ IMI = 
1,112/11 = 1，但 h + y || =加 — y || = 2,因此陶 + y || 2 + 叶 — y || 2 # 2(|| x || 2 + || y || 2 ), 
所以在 L 上不能定义内积，使得 L 成为内积空间，且满足 IMI = v ^). 

利用前面定理，还可以证明内积空间一定是严格凸的. 

定理 5.1.7 设 X 是内积空间，则 X —定是严格凸的赋范空间. 

证明对于任意 a:，y e X ，若 : r 一 y ，且 || a :|| = || y || = 1，则由 

|[x + 2/|| 2 + || x - 2 /|| 2 ： =2(|! a； || 2 + || 2 /|| 2 ) 

可知扣+ 2/112=4—^ — 2/112 <4,因而宇<1，所以 X 是严格凸的. 

5.2 投影定理 

内积空间是尺"的自然推广,在内积空间 x 上，可以把向量空间 iT 的正交和 
投影等概念引进来. 

定义 5.2.1 设/是内积空间， x ， y € X ， 若 ( x , y )^0, 则称 x 与 y 正交，记 
为: r 丄 y. 
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若 a : e X,M C X ， 且对任意 y e M ， 有 (x,y) = 0, 则称 z 与 M 正交，记为 

:r 丄 M. 

若对任意 I e M ， 2 / e iV ， 都有 （ a :， y ) = 0,则称 M 与 N 正交,记为 MLN. 

若 M CX, 则称 M ± = {xeX\ a : 丄 M } 为 M 的正交补. 

例 5.2.1 设 （7 [- 1,1] 为[-1， 1] 上的实连续函数全体，内积为（: cj ) = 

J 1 x(t)y(t)dt, 若 M 为卜1, 1] 上的实连续奇函数全体，试证明 M 的正交补为 

[-1, 1] 上的卖连续偶函数全体. 

证明 （1) 若 2 /为[-1， 1] 上的实连续偶函数，则对所有 I e M,x(t)y(t) 都是 
[-1， 1] 上的实连续奇函数，从而 (x,y) = J x(t)y(t)dt = 0,因此 y € 

(2) 反过来， 若 y € M 丄，令冲)= y(t)-y(-t), WlJ z(-t) = y (- t)-y(t) = -z(t), 
从而 z ⑷为奇函数，因此 ze M, 所以 （ y ，_ z ) = 0. 

由于 

z{tf = [y{t) - y(-t)]z(t) = y(t)z(t) + y(-t)z{-t), 

因此 

/ z(t) 2 dt = [ y{t)z(t)dt+ [ y(-t)z(-t)dt = (y,z) + (y,z) = 0 , 

J-l J-l J-l 

从而 

j Jy(t)- y(-t)] 2 dt = o. 

由 2 /⑷是连续函数可知2/的 == V (-t), 即 y(t) 一定是偶函数. 

由 （1) 和 （2) 可知， M 的正交补为[-1, 1] 上的实连续偶函数全体. 

明显地，由以上的定义可以看出下面定理 成立： 

定理 5.2.1 设 X 为内积空间， a ： eX ， McX ， 则 
(1) 当 a ; 丄 y 时，有叶+ y || 2 = IWI 2 + || y || 2 ( 勾股定 理); 

⑺当 a : 丄 y 且 xh 时，有 z 丄 ( A l2 y + A 2 z) 对于任意 Ai , A 2 e K 都 成立； 

(3) 当 MiN 时，有 M c iV 丄，且 iV C M 丄； 

⑷ 当 M C iV 时，有 M 丄 3 iV 丄； 

(5) MHM ± C {0}, 对任意 MCX 成立. 

定理 5.2.2 设 X 是内积空间 ， M C X ，则 M x 是；!：的闭线性子空间. 

证明对于任意 rr，y € M 夂及 z e M ， 有 


(x, 2 ) = 0 且 （ j/ ， z) = 0, 
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因此，对任意 a , l 3 GK ,^ 

{ax + /3 y , z) = a(x, z) + f3(y, z) = 0, 
ax + Py € M 丄，即 M 丄是线性子空间. 

若 X n e M 1 -, X n X , 则对任意 2 ： e M ， 有 （ Z , 2 ) = z) = 0, 因此 

xG M 丄， 所以 ， M 丄是； C 的闭线性子空间. ！ 

定理 5.2.3 设 X 是内积空间 ， M C X ，则 ( span ( M)) x = M x . 

证明 由于 span ( M ) D M 因此 ( span ( M )) 丄 C M x _ 

反过来，对任意 : r G M \ 有 M c 由上面定理可知{幻丄是闭子空 

间，故 span ( M ) C {x} 丄，因而； r G ( span ( M )) 丄，所以 M 丄 C ( span ( M )) 丄，从而 
( span ( M )) 丄= M x . 

定义 5.2.2 设 X 是内积空间， M , 7 V 是 X 的线性子空间，若 M±N, 则称 
H = {i + e M , y e JV } 为 M 与 iV 的正交和，记为 H = M + N. 

如在 i ? 2 中，取 M = {( a ： i ,0 )|xi € R},N = {(0， x 2 ) b 2 e J ?}， 则 M 丄 iV ， 且 
R 2 = M + N. 

定义 5.2.3 设 M 是内积空间 X 的线性子空间， xeX , 若存在 x 0 €M,ye 
M ' 使得 

x = x 0 -\-y, 

则称吻为 a ： 在 M 上的投影. 

在 i ? 3 中，对 M = {( xi , x 2 ,0)| xi , x 2 e R}, 及任意 x = { xi , X2 , x 3 ) e X ，有 
x 0 = ( x !, x 2 ,0) e M , y = (0,0, x 3 ) € M L , 


使得 


x^xo + y, 


即 x 0 为: r 在 M 上的投影. 

定理 5.2.4 设 X 是内积空间 ， M 是 X 的子空间，: reM , 若吻是 z 在 M 
上的投影，则 

Iko -a：|| = mi \\x-z\\. 

z^M 

证明 由于是: r 在 iW 上的投影，因此吻 e M 且 a ; - x 0 - LM , 故对于任意 
z € M , W xo — ^ € M , 因而 x — X 。丄 X 。一之，故 

\\ x - z \\ 2 = 11(^ - x o) + (x 0 - z)\\ 2 = ||x - x 0 || 2 + ||x 0 -2：|| 2 ^ ||x- x 0 || 2 , 

所以 ||a: - xo|| = inf |卜 一 z||. 
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在丑 3 中，若取 M = {( xi , x 2 , 0)13；!, x 2 € - R }, 则对任意 ； r = ( a ^， 0 ： 2 , a : 3 ) € X ， 
a : 在 M 上的投影 a ;。= ( n ， a ; 2 , 0) 与 a : 的距离是 x 到 M 上的最短距离. 

Schmidt 在讨论 Hilbert 的原型空间时，在 Z 2 证明了对任一固定的闭子空间 
M , 若 a : 是〖 2 的任一点，则存在唯一的 x 0 € M , y e M x , 使得 x = x 0 + y , 这就是 
现在的投影定理. 

定理 5.2.5 设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭子空间，则对任意 a : e X ， a ： 在 M 
上存在唯一的投影，即存在 xo € M,y E M x , 使得 x = x 0 + y , 且这种分解是唯一 
的. 

证明对于 x e X , d = d ( x , M ) = inf ^ ||x - z \\, 则存在 a ;„ e M , 使得 

lim \\ x n — x || = d . 

n—*oo 

由于 ^ ^IL eM ， 因此 ^l+^_ x 故 





2 ||x m -x|| 2 + ||x„-a:|| 2 -2 


x m H - x n 
~2~ 



< 2(||a ； m -x|| 2 + ||x ra -a;|| 2 - 2<f\\). 


^ \\ x n - x || — > d , 可知 { a ； n } 是 Cauchy 列.由于 X 是 Hilbert 空间，且 M 是闭子 
空间，因此存在 x 0 € M , 使得 a ;„ —: r 0 , 所以 || a ;- a ； o || = d ( x , M ). 

令 y = a ； - a ： o , 则 a ： = x 0 + y ， 因此下面只需证明 y 丄 M . 

对任意 zeM , z ^ O , 及任意 A e X ，有; r 0 + A2 e M . 因此 || x-(xo + A ^)|| ^ d , 
故 

||(x - x 0 ) - / Vz || 2 = || a : - Xoll 2 — 2 Re {( A(x - a ； o ), z )} + | A | 2 || 2 ：|| 2 ^ d 2 . 


取 A : 


( x - x 0 , z ) 

INI 2 


，则 


\\ x - 3 ： o \\ 2 -2 


|(: r - a : 0 , 2 ；) 卩， \{ x - x 0 , z )\ 2 


Ikll 2 


INI 2 




由|卜 — a ： o || = d 可知，一定有 (x — xq , z ) = 0, 因此 a : - xo±z 对于任意 z £ M 
成立，即 y 丄 M . 由上面讨论可知对于任意 x 6 M , 存在 x 0 € M , y € M x , 使得 

x = XQ -\- y . 
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现证这种分解是唯一的.假设存在另一个4 6 M 及 〆 e M - 1 , 使得 a ; = Xo + y 7 , 
则 x 0 - x ' 0 £ M , y - y ’ £ M 丄，故由 y - y ’ = (x - ; r 0 ) — ( a ; - O = x 0 - 4 e M 可 
知 y = 〆 • 

结合前面的定理，还可以得到下面的 推论： 

推论 5.2.1 设 X 是 Hilbert 内积空间， M 是 X 的闭子空间， a: e 久，则 
x 0 eM 使得 |卜 - x 0 || = ♦， M ) 当且仅当 x — x 0 ± M . 

问题 5.2.1 若 M 是 Hilbert 空间 X 的子空间，但 M 不是闭的子空间，那么 
对任意 a ; € X ， z 在 M 上是否存在投影呢？ 

例 5.2.2 在〖 2 中， M 为只有有限项非零的实数列全体构成的子空间，则 M 
不是 Z 2 的闭子空间.可以断言,对有些 x e X ， a : 在 M 上的正交投影不存在. 

实际上，容易证明 M x = {0}. 由于 ei = (0,…，1,0, • • -,0) G M , 因此对任意 
x = (xi) € M 丄， 有 ; Tf = (x,ei) = 0 ,故 a; = 0. 

选取 : r =(舍 ) e b ， 若 : r = a : 0 +2/是; r 的正交分解，由于 y G 从丄 ={0}， 因此 
a ； 0==x = 这与吻只有有限项非零矛盾，所以: r 在 M 上的正交投影不存在. 

5.3 Hilbert 空间的正交集 

在 i?™ 中，若取 ei 二（ 0,… ， 1 ， 0, …， 0) (i = 1 ， 2,… ， n )， 则 ei 为 iT 中范 
数为 1 的点，且 i # ：/ •时 （~ ~) == 0, 即 {ej 中任意两个不同元都正交，由于 {ej 

n 

为 i? n 的 Hamel 基，因而对任意: r € K n ， 有 a: = y ^ ajej. 对于 任意: c e i? n ， a: 表不 

i=l 

n n 

是唯一的.但对于每个 : r e _ R n ， 怎么求出叫 € i ?， 使得 : r = ^ ajCj 成立 

i=l i=l 

n 

呢？ { ej 中每两个元正交为求兩提供了一个简单的方法，实际上，由 : r = ^2 a iei 

i=l 

n 

可知 （ a ;， ei ) = y ^ aj ( ej , e ^), 因此 = ( z , ei ). 

j=i 

从上面可以看出任意两个不同元都是正交的集合在 iT 中是很重要的，这样的 
集合和序列的应用在 Hilbert 空间中也起着重要的作用. 

定义 5.3.1 设 S = { e a \a € A} 是内积空间 X 的一个子集，若 S 中任意两个 
不同点都是正交的，则称 S 为 X 的一个正交集. 

定义 5.3.2 若 S = { e a \a e A} 是叉的正交集，且对任意 e a € 5 ■，有 ||e a || = 1, 
则称 S 为 X 的正交规范集. 
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例 5.3.1 在 L 中，取 e „ = (0, …，1, 0,… ） ，则 { e „} 为 Z 2 的正交规 范集. 

例 5.3.2 在实函数空间 L 2 [0,2 jt ] = |/(0| ( J :\ f ( t )\ 2 d?j 2 < + 00 } 中，定 

义内积 2jt 1 ' 

(/» 9) =- ( f ( x ) g ( x ) dx , 

^ Jo 

这里 /( x ), g { x ) e L 2 [0,2 jt ]， 则 

cosx , sinx , cos 2 x , sin 2 x, …， cos nx , sin nx , • • j * 是 L2 [ 0 , 2 jt ] 的正交规 范集. 
对于正交集，有如下的简单 性质： 

定理 5.3.1 (1) 若{ 61 ， e 2 , …， 〜} 为 X 的一个正交集，则 

Iki + 己 2 + …+ e n || = ||ei|| 2 -f ||e2" 2 + … + ||e n || 2 ; 

(2) 若 { ei , e 2 , …， erj 为 X 的一个正交集，则 e 2 , • • • , e n 线性无关. 
若忙 d 为内积空间 X 的线性无关集，则由可生成正交规范集 { e ,}, 这一 
构造属于 Gram (1883) 和 Schmidt (1908). 

定理 5.3.2 ( Gram - Schmidt 标准正交方法）设{而}为内积空间 X 的线性无 
关集，则{^}可化为正交规范集 { e ,}, 使得对于任意自然数 n ， 有 


span{ei ， ^2， • • • ， span{3Ji ， 3^2， ♦ • • ， }• 


证明由于 { xj 为线性无关集，因此 A 一 0,故 ei 


Xl 


时，有 Ihll 


令2/2 = $2 - ($2, ei ) ei , 则由 { zi ， X2 } 线性无关可知 2/2 一 0，由于（ 2 / 2 ， ei ) = 0, 


因此2/2丄 ei ， 取 e 2 


V 2 

H 


，故 ||句|| = 1，且 ei ± e 2 . 


令 2/3 =❽一 (^ 3 , ei)ei - ( x 3 , e 2 ) e 2 , 贝 1 J y 3 兴0,且 y 3 丄 ei ， 2/3 丄幻，取 e 3 = 

则 || e 3|| = 1，并且有 ei 丄 e 2， 0 丄 e 3， e 3 丄 ei . 

i-l 

一般地，按照这一方法，可以令 yi = Xi - y^(xj, ej ) ej , jSU 队 # 0, 且队与 


ei , e 2 , …，正交，取 q 


Vi 

M \ 


，则 { e :， e 2 , • • • , ei } 为正交规范集. 


按照归纳原理，重复以上的过程，可以得到 h ， e 2 , …， e n }， 使得 { ei ， e 2 , …， e n } 
为正交规范集. 

1 i-l 


由 


1 


llyill 

Ht Xi e span { ei , e 2 , 


Xi - ej)ej 1 可知: Ti 是 ei , e 2 , …， e n 的线性组合，因 

j=i / 

.. ， e n }， 故 span { xi , x 2 , • • • ， x n } C span { ei , e 2 , • • • ， e n }. 
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反过来， G 也是 { a , x 2 , ••• , x n } 的线性组合，因此 

span{ei ， ^2， . • • ， ^n} span{ 3^1 ， 2^2， • • • ， *^71} > 

所以， span { ei , e 2 , …， e n } = span { xi , x 2 , … ， x n }. 

在数学分析中，对于 /⑷ e 1 2 [0,2 jt ]， 称 

a ° = H /(.=(/， 忐 )’ 

1 r 2n 

a n = — f ( x ) cosnxdx = (/, cos nx ), 

^ Jo 

1 r 2n . 

b n = — f ( x ) sinnxdx = (/，sin nx ) 

^ Jo ^ 

为 f ( x ) 关于三角函数系的 Fourier 系数. 

Fourier 系数这一概念可以推广到一般的内积空 

Jean Baptiste Joseph Fourier 间. 

(1768—1830) 定义 5.3.3 设 S = {e a |a e A} 是 X 的正交 

规范集 ， x e X ，称 {( a ;， e a )|a € A } 为 x 关于 S 的 
Fourier 系数序列 ，（: r ， e a ) 称为 a : 关于 e a 的 Fourier 
系数. 

例 5.3.3 在 G 中，若取 { ei ) ■为〖2的正交规范集,则对任意 € h，Xi = 

00 

( a :， e 《） 是 x 关于的 Fourier 系数，且此时有 x = y ^ Xjej . 

i=l 

定理 5.3.3 设 { ei ， e 2 , ... , e n } 是内积空间 X 的正交规范集， 

M = span{ei|i = 1,2 ， … ， n }， x e X. 

n n 

则 a :。= ^2 ( x ， e i) e i 为 z 在 M 的投影，且 || a ： o || 2 = ^2 l ( x ， e 0| 2 * 

i=l i=l 

n 

证明 由 M = span { ei|i = 1 ， 2 ，…， n } 可知 x 。 = ^ ( x , € M •令 

i=l 

y = x - xo , J 0 !l 

( y , ei) = ( x - x 0 , ei) = (x, ei) - ( x 0 , e f ) = ( x ， e 《） — （ x，ej = 0， 

故 y € M ' 由 x = xo -\- y 可知仰是: r 在 M 上的投影. 

由于 e 2 , • • • , e n 是正交规范集，因而有 

n ^ n 

E(;r ， ei)ei = [ |(a: ， ei)| 2 ||ei|| 2 
i=l z=l 


ll x o || 2 — 


= ^|(x, ei)\ 2 . 
i=l 
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由上面定理,还可以得到 a ; 关于 ei 的 Fourier 系数的一个简单的不等式. 

定理 5.3.4 设 { e # = 1, 2, ••• , n } 是内积空间 X 的正交规范集，则对任意 



i=l 


证明对于任意 xGX , 由上面定理可知 ei ) ei 是^在从上的投 

i=l 

影，即存在 y e M - 1 , 使得 x = x 0 - hy , 因此 


IMI 2 HM 2 + IMI 2 = f> ’ ei)| 2 + ||y|| 2 , 

i=l 


所以 n 

ei ) l 2 ^ || x || 2 . 

i=l 

上面定理还可以加强为 Bessel 不等式. 

定理 5.3.5 设 { ei |i = 1, 2, •••, 是内积空间久的正交规范集，则对任 

CO 

意 ; r e X ，有 E 1(0；， ei )| 2 《 || a :|| 2 . 

上面形式¥不等式是 Bessel 在1828年得到的，因此后来 Schmidt 在1908年 
将它称之 Bessel 不等式 

由 Bessel 不等式可知，若 { e # € N } 为 X 的正交规范集，则对于任意 a ; € X , 
有 


n+p n 

二 (a:, ei)ei - ^ (x, e^a 
i=l i=l 


2 

n+p 

= 

〉: (x, Ci)€i 
i=n+l 


n+p 

=X] Ih ， e i)| 2 . 


oo 

由于级数 flOr ， &)| 2 收敛，因此当 X 是完备时，有如下的定理 成立： 

i=l 

定理 5.3.6 设 X 是 Hilbert 空间 S = { et\i = 1，2,…， n ， …}是 X 的正交 

OO 

规范集，则对任意 a : e X ，级数 E ( a ;, ei ) ei 收敛. 

i=l 

问题 5.3.1 对于 Hilbert 空间 X 的正交规范集 { e^i = 1，2，…， n ，• • •} 及任 

oo 

意 X G X ,是否一定有 x = ( x , ei ) ei ? 

i=l 

一般来说，在 Hilbert 空间 X ，正交规范集 { e《|i = 1，2，…， n ，• • •} 可保证对任 

oo 

意 X G X , 级数 ^2 ( x ^ e i) e i 一定收敛，但不一定会收敛于 

i=l 
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如果 { e # = 1，2,…， n ，• •.} 为内积空间 X 的正交规范集，且对任意 xGX 
00 

^ x = y ^ ( x , ejei , 则 { ei } 就是 X 的 Schauder 基，因而可引入下面的概念. 

i=l . 

定义 5.3.4 设 X 是内积空间 ， S = { ei |i e TV } 是 X 的正交规范集，若对任 
意2； € X ,有 

00 

X = ^2 (x, ei)ei, 
i=l 

则称 S 为 X 的正交规范基. 

例 5.3.4 在 Z 2 中= 1, 2,…， n , 就是的正交规范基，因为对于 

• oo oo 

任意 a : = ( A ) e Z 2, 都有 a ; = 2^ x i e i — ^ (怎， ^ i ) ei . 

i=l i=l 

怎么判断一个正交规范集 s 是不是正交规范基呢？ 一个简单的方法就是利用 
Parseval 等式. 

定理 5.3.7 设 X 是内积空间 ， S = { ei |i e iV } 是 X 的正交规范集，则5是 
x 的正交规范基当且仅当对于任意 I e X ，有 

Nl 2 = f >， e ， 

i=l 

证明由于 S = { e《|i e N } X 的正交规范集，因此令 M n = span { ei|i = 

n 

1, 2, ... ， n } 时，对任意 x e X , x n = [(!， ei ) ei 为 a ; 在上的投影，且 

i=l 

W 2 = ^ 1( 工 ，_。)| 2 . 

i=l 

oo 

若 5 是 X 的正交规范基，则对 任意 ; c e . X , ^ x = Y / (^ e ^ ei , 因此 x n -> a :， 

i=l 

因而 n oo 

|| x || 2 = lim || x „|| 2 = lim ^ |( a :, e ^ 2 =^|( x , ei ) j 2 . 

i=l i=l 

oo 

反之，若对任意 xex , 有 || x || 2 = ^；|( x , ei )| 2 , 则由 

i=l 

n n 

Ikll 2 = || a : n || 2 + || a : - x n \\ 2 = ^ |( a :, ej )| 2 + || a :- ^ ( x , e ^ e ^ 2 , 

i=l i=l 

可知 o 

n z n 

X - y ^( x , ei)ei = || x || 2 - lim E |( x ， ei )| 2 = 0， 

i=l n-^oo ^ =1 
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所以 x = ^2 ( x ? ^) ei , 即 S 是 X 的正交规范基. 

i=l 

对于完备的内积空间，正交规范基还可以用下面的条件来 刻画： 

定理 5.3.8 设 X 是 Hilbert 空间 ， S = { e $ e JV } 是 X 的正交规范集，则 S 
是 X 的正交规范基的充要条件为5^ = {0}. 

oo 

证明 若 iS 是X的正交规范基，: r G #，则: r = y^(x, ei ) ei , 由 a; G 可 

i=l 

知（ X ， e 《）= 0 对任意 i E N 成立，因此 a ; = 0，即*5丄 ={0}. 

oo 

反过来，若 P = {0}，则对任意 a : e X ，由 [ I 0 r ， ei ) j 2 彡 IMI 2 及 X 是完备 

i=l 

oo oo 

的可知 e i) e i 收敛，令 y = Z ^ ( Z ， ei ) e i? 则对于任意 i e N, 有 

i=l i=l 

(y, d) = (x, €i) - (x, ei) = 0, 

故 j / € 炉，因而 2 / = 0, 所以 a ; = ei )e u 即 S 是； C 的正交规范基. 

i=l 

明显地，若 Hilbert 空间 A ： 有正交规范基 { e # e iV } 则 X 是可分的.常见的 
Hilbert 空间都是可分的，并且可分的 Hilbert 空间的拓扑结构是非常简单的. 

定理 5.3.9 设 X 是可分的 Hilbert 空间， S 是 X 的正交规范集，则 S 是有 
限集或可数集. 

证明 若 X 是可分的 Hilbert 空间，则存在可数集 {xi\i e N } C X , 使得 
J ^ i ]= X . 令氏= llx-^H < J|, i = 1，2,…，则由 = X 可知 

S = U (- S ' nSi ), 故只需证明对于任意 i e N , SnSi 最多只能含有一个元素. 

i=l 

用反证法，假设存在某个 n Q e iV， 使得 e a , e/3 e S n 。，则 
\\e a ~ep\\ ^ ||e Q - x„ 0 || + ||x„ 0 - 印 || < 

但这与|^-印|| 2 = « 2 + ||印|| 2 = 1 + 1=2矛盾.因此对于任意 ieJV ，SnSi 
最多只含一个元素,所以^是有限集或可数集. 

例 5.3.5 设 X 是 Hilbert 空间， M 是 X 的子空间，试证明 M - X 当且仅 
当 A /丄 = {0}. 

证明 M — X , 对于任意 : r e M x , 有 a ； eX . 由 M = X 可知存在 : r n € M , 使 
x n x , 由于 : r e M - 1 , 因此 （ a ;, a ;) = lim (〜， a ;) = 0,因而 a ; = 0,即 = {0}. 

n—*oo 

反之,若 A /丄 ={0}， 则及丄 ={0}， 对任意 xex , 由投影定理，有: T 0 e M 和 
y G M X = {0}, 使得 x = xo-\-y, 因此 x = xq e M , 从而 X C M， 所以 X = M. 
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为了研究 Hilbert 空间性质,通过同构，往往可以把 Hilbert 空间表示为一个具 
体而简单的空间. 

定义 5.3.5 设 X ， F 都是同一数域欠上的内积空间，若存在 X 到 Y 的线 
性算子了是双射，并且对于任意 n G X ，有 CTa ;， Ty ) = ( a ;， 2/)，则称内积空间 
X 和 y 是同构的. 

明显地，若 T 是内积空间 X 到 F 的同构映射，则 T 是 X 到 Y 的保范同构. 
Neumann 在1929年证明了下面的定理，从而得到了可分 Hilbert 空间的表示. 
定理 5.3.10 若 X 是可分的 Hilbert 空间，且 X 是无穷维的，则 X 与 1 2 
同构. 

定理 5.3.11 若 X 是 n 维的内积空间，则 X 与 1 T 1 同构. 

证明由于 X 是 n 维的内积空间，因此存在 Schauder ^ { xi , x 2 , • • • , x n ). 
利用 Gram - Schmidt 标准正交方法可以把{町，3； 2 ，化为正交规范基 { e ^ 
62,… ， e„}. 

定义从 X 到/ T 1 的算子 T , T { x ) = {( x , e ^ iix , e 2 ), •••, ( x , e „))， 则 T 是 

n 

线性算子，且是单射，对于任意 a =(叫， a 2 ， …， a n ) € 令则 

i=l 

: To : = a ， 因此 T 是 X 到的满射,从而: T 是 iT 1 到 X 的一一对应，且对于任意 
x , y e X , ^3 

n n 

$ = ( x ， ei ) e “ 沒 = X ] (仏 e i ) e * 

i=l i=l 

可知 

n 

(Tx, Ty) = ^(x, ei)(y, a), 

i=l 


所以， x 和是同构的. 

5.4 Hilbert 空间的共轭空间 

对于一个具体的赋范空间 X ，可以讨论 x 上的线性连续泛函的一般形式，如 
c * = l u II - l x . 但对一般 Banach 空间来说，要找到其线性连续泛函的具体表示 
形式是很难的.对于 Hilbert 空间，由于有了内积，其线性连续泛函的表示就非常简 
明了. 

设 X 是内积空间，对于 X 的任一固定的 y ， 在 X 可以定义泛函 f y (x) = {x,y), 
容易看出 f y 是 X 上的线性连续泛函，且 ||/ a || = || y ||. 反过来，可以考虑下面 问题： 
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问题 5.4.1 对于 X 上的一个线性连续泛函/，是否存在 yeXjm f ( x ) - 
( X ， y ) 呢？ 

1934 年， Riesz 在没有假设; t 是可分的情况下证明了下面的表示定理，并强调 
Hilbert 空间的整个理论可以以他的表示定理为基础. 

定理 5.4.1 (Riesz 表示定理）设 X 是 Hilbert 空间， f 是 X 上的线性连续 
泛函，则存在唯一的 yEX , 使得对任意 x € X,W f ( x ) = ( x , y ) J . H/ll - || j /||. 
证明 明显地， / 为零泛函时取 y = 0 即可，因此只需证明/# 0时定理成立. 
若 f 是 X 上的非零线性连续泛函，则 M = {^1/(0；) = 0} 是 X 的闭真子空 
间，故存在 w € X\M. 由投影定理可存在 uo € M, z € M ' 使得 z = u — u Q; 因而 
Z&M 1 - K z^O. 


可知 


故 


由于 M n Ml = {0}，因此/ ⑷笋 0. 对于任意 : r e X ，由/ - J^z 


)=0 


/W 

’ f(x) \ 

K X ~ W ) Z， d ， 


因此 


f ㈤ 


inii 2 


(x, z) 




令卜靜，则对任 u ，有 


f(x) = (x, y). 


假设存在 y ' e X ，使得/⑷ =( a ；, 〆 ） 对任意 rex 成立，则 y-j/ ex, 有 
f{y-y ') = (y - y ' ， v) = ( y - y ’， y ’)， 因而 \\y-y'\\ 2 = iy - y '， y - y '、= 。，故 y = y ' ， 
所以 /⑷ =k y ) 的表示是唯一的，并且此时有 imi = IMI. 

需要注意的是，若 x 是内积空间，/是 x 上的线性连续泛函，则不一定存在 
■y eX , 使得对任意 x e X ,^ f ( x ) = ( x , y ). 

例 5.4.1 对不完备的内积空间， Riesz 表示定理不一定成立. 

oo 

证明设 x = {(^)|只有有限个 A 不为零，: Ei e i?}， 则X在（: r，y) = 你 
下是内积空间，明显地 ，/⑷= e X '并且 \ f ( x )\ < ( f ； 

i=l 1 \i=l 

y e X ,使得对任意 x G X , w f { x ) = ( x , y ). 


INI, 但不存在 
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假设存在 y =(队 ） G X ,使得/⑻=( X ， y ), 则对于& = (0,，0, • • •., 1，…， 0) € 
X ， 有讲 = (k 2/)，并且 f ( ei ) = ^ 对所有自然数 i 成立，因此 y =⑹赛 X ，矛盾， 
所以 Riesz 表示定理在 X 上不成立. 

由 Riesz 表示定理，容易证明 Hilbert 空间一定是自反的. 

例 5.4.2 设 X 是 Hilbert 空间，则 X 是自反 Banach 空间. 

证明 对于任意/ € X *，/ / 0,由于 X 是 Hilbert 空间.因此存在 y e X ，使 

得 / ㈤ =卜， y )， 且 ll/ll = IMI - 取 $ = 则 IMI = 1，且 / ㈤= IMI = 11/11，因 
而 x 是自反的. 

由 Riesz 表示定理，还可以得到弱收敛的简单刻画. 

定理 5.4.2 设 X 是 Hilbert 空间，则 x n x 当且仅当对于任意 yGX ， 有 
{ x n , y ) { x , y ). 

Hilbert 空间 X 的弱收敛与强收敛还有下面的 关系： 

定理 5.4.3 设 X 是 Hilbert 空间， { x „} C X , a ; G X ，则 x n x 当且仅当 
二 a ; 且 || x „|| —>• || a ;||. 

证明 明显地，只需证明 U a ;， 且||〜|| — | M | 时 ，有〜 — a :. 由于 

( x n - x , x n - x ) = ( x n , x n ) - ( x n , x ) - ( x , x n ) + ( x , x ) 

~ I \^n 11 ~ ( x n , x ) — ( x , X - n ') - f - I jx | I , 

因此由: r n 二 Z 和 " X „|| — > || x || 可知 j | a；n — a ;|| 2 0. 所以 x „ — > X. 

由 Riesz 表示定理不仅可以知道 Hilbert 空间是自反的，而且可以定义 X 到 
它的共辄空间的算子 r 为 ： Ty — f y , 明显地， r 是 X 到 X * 的—对应， 
且 || r y || = IMI ， 即 r 是保范的，但 r 不是线性算子.实际上，对于％ p e 圹及 
y， 2 e X ，有 T{ay + Pz ) = aTy + pTz , 因而了是共辄线性的，所以在 Hilbert 空间 
X 到它的共轭空间 X * 之间的共轭线性算子 r ， T 是一一对应，且 || Ty || = IMI ， 这 
样的 r 称为复共轭线性同构. 

在复共轭线性同构的意义下， yeX 可以看作 X * 的叉，而 X * 中的 / y 亦可 
看作 X 中的点 y . 因此 X 可以看成与 X * —样，这种性质称为 Hilbert 空间的自 
共轭性. 

由于 Hilbert 空间是自共轭的，因此 Hilbert 空间 X 与它的共轭空间 X * 可以 
看成一样，这样共轭算子就可以认为是直接定义在 Hilbert 空间本身上的算子. 

定义 5.4.1 设 X 和 y 是 Hilbert 空间， T 是 X 到 y 的线性有界算子，若 
: T 是 F 到 X 的线性有界算子，且对任意 x & X , yeY ,^ 


{ Tx , y ) = ( x , T * y ), 
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则称 T * 是: T 的伴随算子. 

定理 5.4.4 设 X 和 y 是 Hilbert 空间， T 是 X 到 K 的线性有界算子，则 
T 存在唯一的伴随算子 r *, 使得对任意 xex , ye Y ,^ ( Tx , y ) = ( x , T * y ), 
iriKimi ， 

证明对任意 yey ， 令 / y Or ) = ( r ： r ， j /)， 则由 

\ f y ( x )\ = \( Tx , y)|^||Tx||.||y||<||T|f ， |M|.|N| 


可知 / y e 

由于 X 是 Hilbert 空间，因此，由 Riesz 表示定理可知存在唯一的 2 € X ，使得 


/» (To;, y ) = ( x , z ). 
定义 y 到 x 的算子 r * 为 : r y = z ， 则有 

( Tx , y ) = { x , T * y ), 

并且对于 yi ， y 2 &Y R a , (3& K , 韦 


{ x , T*(ayi + /3 y 2 )) = ( Tx , ay x + Py ^) 

= a { Tx , yi )+0( Tx , y 2 ) 

= a ( x , T * yi )+0( x , T * y 2 ) 
= ( x , aT * yi + pT * y 2 ), 


因此 


T*(ayi + /3 y 2 ) = aT*yi + pT * y 2 , 


即： T 是线性的.又因为 


11^11 = ini = n/ y ii<imi-iMi, 

所以， T* 是 y 到 X 的线性连续算子.故 r* 为 r 的伴随算子，且 ||r*|| < || t ||. 

由 （ ri ， y ) = ( a ;， T * y ) 对任意 x € X Hi y € y 成立可知 7 1 * —定是 ‘ 一的. 
Hilbert 空间的伴随算子与. Banach 空间的共辆算子略微有点不同.伴随算子具 
有许多较好的性质. 

定理 5.4.5 设 X 和 F 是 Hilbert 空间， T , S G L ( X , X ), a ， 0 e 夂，贝 lj 

(1) T ** = T; 

(2) ||T|| 2 = ||T*|| 2 = ||T*T ||； 

(3) {aT + pS )* = aT *+^ S \ 
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证明⑴由于对任意 xeX,y&Y,^ (Tx, y) = {x, T*y), 因此 
(y, T**x) = (T*y, x) = (x, T*y) = jT^Ty) = {y, Tx), 

因而 (T*)* = T. 由于 ||T*|| < ||T||, 因此 ||r| 卜 ||T**|| < ||T*||, 所以 ||T*|| = ||T||. 

⑺由 

\\Tx\\ 2 - (Tx, Tx) = (x, T*Tx) < ||a;|| - |[T*Tx|| ^ ||x|| - ||T* ： T|| • |M| 

可知 

||T|| 2 <||T*T||<||T*||-||T|K||T||.||T||. 

所以 

||T|| 2 = |n| 2 ^||T*T||. 

(3) 对于任意 x€X,yeY,Ra, /3&K, 由于 

(A (aT + pSYy) = ((aT + pS)x, y) 

=(aTx + /3Sx, y) 

=a{Tx, y)+P(Sx, y) 

=a{x, T*y) + /3(x, S*y) 

= {x, (aT*y + 0S*y)) 

= (x, (aT*+0S*)y), 


因此 

{aT + /3S)* =aT* +pS*. 

如果 X ，是 Hilbert 空间 ， r e L(X, Y), S € L(Y, Z), 则明显地有 
(ST)* = T*S*. 

对于 r e L { x , Y), jv ( r ) 记 t 的零空间，即 n(t) - {x\Tx = o }, 丑⑺记 r 
的值域，即 R{T) = {Tx\x G X}. 

定理 5.4.6 设 X ， y 是 Hilbert 空间， r e L{X, Y), WJ 

( 1 ) n(t) = i ?( r *) 丄 ; 

(2) N(T*) = i ?( T ) 丄 ; 

(3) R{T*) = w ( r )' 

⑷ R{T) = iV(T*) 丄 . 

证明 （ 1) 由于对任意: r e X， y e y ， 有 （ rrr ， y) = (A T*y), 因此，对任意 
x e N{T) 有 Tz = 0, 从而 （ : Ta; ， y) = (a; ， T*y) = 0 对任意 y & Y 成立，所以 
N(T) C 丄 . 
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反过来，对于任意 a ; e 夂有 （: c ， T * y ) = 0 对任意 y GY 成立，因此 
对于 2 / = r ； r ， 有 0 = ( a ;， T * Tx ) = { Tx , Tx ), 所以 Ta : = 0, SP a ; e iV ( T ), 从而 
RiT *) 1 c iV ( r ), 故 N { T ) = RiT *) 1 -. 

(2) 由 N ( T ) = i ?(： T ) 丄可知 N { T *) = i ?( T**)- L = i ?( T ) 丄 . 

(3) 由 N { T ) = i ?( r *) 丄可知寧)丄 = i ?( r *) 丄丄，因此 

N ( T)i = /?( T *) 丄丄= ( i ?( T *)) 丄丄 = R ( T *). 

(4) 由 N ( T *) = R ( T ) 丄 可知 N ( T *) ± = R ( T ) ±A -, 因此 

NiT *) 1 - = /?( r ) 丄丄 =( i ?( r )) 丄丄- r { t ). 

例 5.4.3 设 X 是复内积空间 ，: T e L ( X , X ), 试证明 I 1 =： 0当且仅当对任意 

x £ X , 有 ( Tx , x ) = 0. 

证明明显地，若 r = 0,则对任意 a : e X ,有 { Tx , x ) = 0. 反过来，若对任意 
xex ,^ ( Tx , x ) = 0,则对任意 A y 6 X ，有 

0 = (T(x + y ), x + y ) 

= ( Tx , x ) + { Tx , y ) + ( Ty , x ) + ( Ty , y ) 

={ Tx , y ) + ( Ty , x ), 


且 


0 = (T(x + iy), (x + iy)) 

= (Tx, x) + {Tx, \y) + (T(iy), x) + (T(iy), iy) 

=(Tx, iy) + ( T ( iy ), x) 

= 一 i(7X y)+i(Ty, x), 

因此 （ Ta; ， y) — (ry ， x) = 0 .故 （ r ； r ， y) =： 0 对任意 x, y € X 成立.对任意 x € X, 
取 y = IX 则 （ Ta: ， I\r) = 0, 所以 T = 0. 

在实际应用中比较重要的伴随算子是自伴算子、酉算子和正规算子. 

定义 5.4.2 设 X 是 Hilbert 空间，7 1 e L(X, X), 若 T * = r ， 则称 r 是自伴 
算子.若 T 是双射并且 T * = T~\ 则称 T 是酉算子.若 TT * = T*T, 则称 T 是正 
规算子. 

明显地，若 T 是自伴算子，则对任意 a:，y e X ，有 （7 X y ) = ( a ：， T*y) = 
( X ， Ty ), 因此 T 是自伴算子当且仅当对任意 a；，G X ,有 y ) =卜， Ty ). 

由定义还可以推出自伴算子和酉算子一定是正规算子，不过正规算子不一定是 
自伴算子或酉算子. 
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对于复 Hilbert 空间的自伴算子，有一个重要而简单的判别方法. 

定理 5.4.7 设 X 是 Hilbert 空间， r e L(X, X), 则: T 是自伴算子当且仅当 
对于任意 x e X , ( Tx , x ) 是实数 • 

证明若 r 是自伴算子，则对于任意 a ； e X ， 


(Tx, x) = (x, T*x) = (x, Tx) = (Tx, x), 


因此 （ T:r, :r) 是实数. 

反之，若对任意 X e X , ( Tx , x ) 是实数，则 


(Tx, x) — (Tx, x) — {x, T*x) = {T*x, x), 

故 ((T - T*)x, a;) = 0 对任意: re X 成立，所以 r = 即 T 是自伴算子 • 

自伴算子具有如下的一些 性质： 

定理 5.4.8 设 X 是 Hilbert 空间，: T e L ( X , X ), S e L ( X , X ), 若 T，S 都 
是自伴算子，则 ST 是自伴算子当且仅当 ST = TS . 

证明由于 （ Sr)* = T*S* - TS, 因此 {ST)* = TS 当且仅当 ST = rs. 

定理 5.4.9 设 X 是 Hilbert 空间， T „, T e L ( X , X )，若是自伴算子，且 
T n ^ T , 则 T 是自伴算子. 

证明由于 （ r „ - r )* = r n * - r *， 因此 || r „* - t *|| = ||t„ 一 r ||, 故 

\\T - T*|| < \\T - T n \\ + \\T n - T：\\ + \\T ： - T*|| 

= ||T-T n || + 0 + ||T n -T|| 

— 0 ， 

所以 r = r *， 即 r 是自伴算子. 

酉算子也具有一些较好的性质. 

定理 5.4.10 设 X 是 Hilbert 空间 ， T € L(X, X), T _ 0 •若 T 是酉算子, 
m ||T|| = 1,且对于任意 x€X, w ||Tx|| = ||x||. 

证明 由于:因此 

||rx || 2 = (Tx, Tx) = (x, T*Tx) = (x, lx) =： (x, x) = ||x|| 2 , 

所以， iiti || = ini 对于任意 xex 成立，并且明显地有 imi = 1. 

由上面定理可知，酉算子一定是保范的，但保范的线性算子不一定是酉算子. 
定理 5.4.11 设 X 是 Hilbert 空间 ， r S L ( X , X ), 若 T 是保范的，且 r 是满 
的，则: r 是酉算子. 
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证明由于对任意 ||Tx|H||x||, 因此： T 是单射，又因为 r 是满的，所 
以7 1 是一一对立，故 r - 1 存在. 

由 

( Tx , Tx ) = ( x , 和 ( Tx , Tx ) = ( x , x ) 

可知 

(x, T * Tx ) — ( x , x ) = 0. 

故 ({ T * T - I ) x , x ) 对于任意 xeX 成立，因此 T*T = I , 于是 
TT * = { TT *){ TT ~ l ) = T(T*T)T _1 = J , 

所以 r ^ r 1 ， 即 r 是酉算子. 


习题五 

5.1. 试证明 C[0,1], ||x|| = sup |cc ⑷ I 不能定义内积 Or, y), 使得(X ， _) 是 

0<t^l 

内积空间，并且 N | = Or , x ) l /\ 

5.2 . 设 X 是内积空间， yeX , 试证明 /Or) = ( ： ( ；， y) 是X上的线性连续泛函， 

且 ll/ll = lbll. ' 

5.3. 试证明(7[0, 1] 在 ( x , y ) = [ x ( t ) y ( t)dt 下是内积空间 • 

' J Jo 

5.4 . 设 X 是内积空间， ei ，…， e n G X ，若 


试证明 ei ，…， e „ 线性无关. 

5.5 . 设 X 是实内积空间， z，y eX 是非零元，试证明扣+ 2/|| = |问| +旧|的 
充要条件为存在 A > 0,使得 y = Aa ;. 

5.6. 设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭真子空间，试证明含有非零元素. 

5.7 . 设 X 是实内积空间，若 l ^ + ylP - INI 2 + | M | 2 , 试证明 x ± y . 若 X 是复 
内积空间，试找出 x,y € X 满足 \\x + y \\ 2 =： || x || 2 + || y || 2 , 但 x 丄 y 不成立. 

5.8. 设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭真子空间，试证明 M = M ^. 

5.9 . 设/是实内积空间丑 3 上的线性连续泛函，若 /&) = a + 2: r 2 + 3%试 
求 3 / € X ，使得 /⑻= ( x , y ). 

5.10 . 设 M 是内积空间 X 的非空子集，试证明 M ±±J - = M x . 

5.11. 设 M = {( x 1 , x 2 ,0, •••,0) e . R n } 是内积空间丑 n 的非空子集，试求 M x . 
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5.12. 设 X 是 Hilbert 空间， M ， N 是 X 的闭真子空间， M 丄 N , 试证明 M + N 
是 X 的闭子空间. 

5.13 . 设 X 是内积空间， x , y , zGX , 试证明 


l\\x-y \\ 2 + l\\x-z \\ 2 = 



+ ^\\y-z\\ 2 . 


5.14 . 设 X 是内积空间， x , yeX , 试证明 a ; 丄 2 /的充要条件为对任意 a E K , 
有 || a ; + ay || = \\x - ay \\. 

5.15. 设 X ! = ( l , l ,0), x 2 = ( l ,0,0), x 3 = (1,1,1) € R 3 , 试用 Gram-Schmidt 标 
准正交方法将 x 1 , x 2 , x 3 标准正交化. 

5.16 . 设 X 是内积空间， x , yGX , 试证明 a ; 丄]/当且仅当对任意 a e 火，有 
||x + a2/|| ^ ||a;||. 

5.17 . 设 e 是内积空间 X 的正交规范集，试证明 


ei ){ y , ei )\ < || a ;|| - \\ y \\ 


对任意 x, y e X 成立 . 

5.18. 设 {4 € iV} 为 Hilbert 空间的正交规范集 ， M = span{ei}, 试证明 

oo * 

MM 时，有卜， 

i=l 

5 .1 9 . 设 { 而 } 是 Hilbert 空间 X 的正交集，试证明弱收敛当且仅当 

n 

^||Xi|| 2 < 00. 

i=l 

5.20. 设 S = {e a \a e A} 是内积空间 X 的正交规范集，则对于 任意 ： r € 
X, {(x, e a )\a e A} 中最多只有可列个不为零，且 E lb, e a )| 2 < ||x|| 2 . 

a€A 

5.21. 设 X 是 Hilbert 空间 ， r € L(X, X )，若 T- 1 存在，且 T- 1 € L{X, X), 
试证明 (T*)- 1 存在且 (T*)- 1 = (T- 1 )*. 

5.22. 设 X 是 Hilbert 空间， T„ ，： T e L(X, X), 若 r„ — T , 试证明 G — r*• 

5.23. 设 是 Hilbert 空间 ， r e L(X, Y )， 若 M C X,T(M) cNcY, 试证 

明 M 丄 D T^N 1 -). 

5.24. 若 X 是 Hilbert 空间， S, T e L(X, X) 是自伴算子， a, p e R, 试证明 
aS + ZJT 1 是自伴算子 . 

5.25. 设 X 是 Hilbert 空间 ， T e L(X, X)， 若 T 是自伴算子， n G N, 试证明 
T n 是自伴算子 . 
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5.26 . 设 X 是复 Hilbert 空间 ， r e L ( X , X ),试证明存在唯一的自伴算子 

Ti, T 2 e L ( X , X ), 使得 : T = + iT 2 , 且： T = - ir 2 . 

5.27. 设 X 是 Hilbert 空间， T e L { X , X ), T n — T ，^ T n 是正规算子，试 
证明 T 是正规算子. 

5.28. 设 X 是复 Hilbert 空间， T e L ( X , X ),试证明 T 是正规算子当且仅当 
||T*x|| = ||Tx|| 对于任意 xeX 成立 • 

5.29. 设 X 是 Hilbert 空间， T 是 X 到 X 的线性算子，若对任意 x , yGX ,^ 
( Tx , y ) = ( x , Ty ), 试证明 r 是线性连续算子. 


Hilbert (希尔伯特） 

我们必须知道，我们必将知道. 

Hilbert (1862— 1943,德国数学家) 


1862年1月23日， Hilbert 出生于东普鲁士的哥 
尼斯堡.1880年，18岁的 Hilbert 进入 K 6 nigsberg 大 
学学习. 

Hilbert 的博士学位论文的题目是“代数不变量理 
论” (tiber invariante Eigenschaften specieller binarer 
Formen , insbesondere der Kugelfunctionen ), 他的博士 
导师是 Carl Louis Ferdinand von Lindemann . 1885 年， 

Hilbert 正式被授予哲学博士学位.1893年，他成为哥 
尼斯堡大学的教授.在1893年慕尼黑召开的德国数 
学联合会的年会上， Hilbert 对代数数论基本定理 - 
每一个“理想”可以唯一分解为“素理想”——给出了 
一个新的证明. 

1895年3月 ， Hilbert 应 Klein 的邀请到哥廷根大学 (University of Gottingen ) 
任教授.从此，哥廷根成为世界数学的中心，也开始了 Hilbert 一生中的黄金时代 • 
1898年， Hilbert 开始了几何基础方面的研究，1899年出版《几何学基础 》， Hilbert 
在几何基础方面的工作是 Euclid 以来最有影响的， Hilbert 的巨大贡献在于给数学 
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家提供了公理化方法的典范，在 19 世纪末到 20 世纪初形成了数学各个分支的“公 
理化运动”. 

1900 年 8 月 8 日，第二次国际数学家大会在巴黎召开， Hilbert 发表了题为“数 
学问题”的著名讲演.他根据过去特别是 19 世纪数学研究的成果和发展趋势，提 
出了 23 个最重要的数学问题•这 23 个问题通称 Hilbert 问题，后来成为许多数学 
家力图攻克的难题，对现代数学的研究和发展产生了深刻的影响，并起了积极的推 
动作用， Hilbert 问题中有些现已得到圆满解决，有些至今仍未解决. 

Hilbert 的重要著作有 《Hilbert 全集》 (三卷,其中包括著名的《数论报告 》 )、《几 
何基础》、《线性积分方程一般理论基础》等，以及与其他人合著的《数学物理方 
法》、《理论逻辑基础》、《直观几何学》、《数学基础》等. 
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数学确属美妙的杰作，宛如画家或诗人的创作一样， 

是思想的 综合； 如同颜色或词汇的综合一样，应当具有内 
在的和谐一致，对于数学概念来说，美是她的一个试金石； 

世界上不存在畸形丑陋的数学. 

Hardy (1877— 1947, 英国数学家） 

谱理论是现代泛函分析一个重要的研究方向， 它涉及 的是某些逆算子的一般性 
质以及它们与原算子的关系.在研究线性代数方程、微分方程和积分方程的求解时， 
这些算子出现得十分自然.例如 Sturm , Liouville 的边值问题和著名的 Fredholm 
积分方程理论的研究对谱理论的发展起了重要的作用.另外，谱理论对于研究算 
子本身也是非常重要的.本章将介绍有界线性算子谱理论的一些基本概念及性质， 
讨论紧线性算子的性质及其谱性质，还讨论了含紧线性算子方程的可解性问题和 
Hilbert 空间上自共轭算子的谱性质. 


6.1 有界线性算子的谱理论 

有限维 Banach 空间的谱理论实质上就是矩阵的特征理论，但无穷维 Banach 
空间的谱理论就比较复杂.若 X 是复 Banach 空间 ， T : D{T) c X — X 是线 
性算子，则算子方程 （T - \ I)x = y 在 T - XI 的逆存在时，对任意 2 /都有唯一 
的解 a : = (T - Xiy ^ y . 因此，为了研究算子方程的解及算子 r 本身的性质，研究 
Rx(T) = (T- XI )- 1 的性质是非常重要的，不过 Rx(T) 的许多性质都依赖于 A ， 谱 
理论主要就是研究这些性质的.如复平面上使 Rx(T) 存在的一切 A 组成的集和 
Rx(A) 的有界性问题等. 

定义 6.1.1 设叉为复 Banach 空间，: T : D ( T ) C X — X ，数 A e <7,若存在 
X 中非零向量 : r e D ( T ), 满足 A = A ; r ， 则称 X 为 T 的特征值， a ： 称为 T 的相应 
于 A 的特征向量. 

设 X A 为算子 r 相应于特征值 a 的特征向量全体和零向量，称为算子 r 
的相应于特征值 A 的特征向量空间，称的维数 dimX A 为特征值 A 的重复度. 
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例 6.1.1 Banach 空间 X 上的恒等算子 I : X — X 的特征值只有1，并且 X 
就是特征值1的特征向量空间. 

定义 6.1.2 设在复 Banach 空间 X 中，给定线性算子 T : D ( T ) c X ^ X , 
若 A e (7 满足： 

(1) T-XI 的值域 R ( T - XI)=(T - M ) D ( T ) 在 X 中稠密; 

(2) R X ( T ) = ( T - XI )- 1 存在； 

(3) R X ( T ) 连续. 

则称 A 为 r 的正则点. 

T 的正则点全体称为 r 的预解集，记为 p ( r ), 而 R X ( T ) - ( T - XI )- 1 则称为 
T 的预算子.不是正则点的复数 A 称为 T 的谱点，谱点的全体称为谱，记为 a ( T ). 
使不存在的 A 全体称为 r 的点谱,记作 a p { T ). 明显地 a { T )\ Jp ( T ) = C . 

例 6.1.2 设 X = C [0,1], T : D ( T ) = (^[0,1] C C [0,1], Tx ( t ) = x '( t ), 则对于 
任意 XeC , e xt £ C ^ O , 1], 并且 Te xt = Xe xt . 所以 ， A € a p ( T ), BP a { T ) = a p { T ) = C . 
算子的谱所具有的性质依赖于算子定义空间的性质和算子本身的性质. 

定理 6.1.1 设 X 是复 Banach 空间 ， T e L ( X ， X )， 若 j | r || < 1，则存在 
( I - T )- 1 eL ( X , X),R 

oo 

(/-r ) - 1 = ^]r n . 

n=0 


证明由 || T n || ^ || r || n 和 || T || < i 可知 ^2 r n 收敛，故 

n=0 

(7 - T ) • (7 + T + • • • + T ") = / - T n+ \ 


(I + T + ■ ■ ■ + T n ) ■ (I - T ) = I - T n+1 . 
由于 || T || < 1, 因此 r " +1 — 0, 因而有 


( I - T )- 



I , 



.(/ — r) = /， 


所以 （/ - a )- 1 存在，且 （/ - r )- 1 = ^ r ™. 

n=0 

利用这一定理可以证明，有界线性算子的谱是复平面的闭集，并且是有界的. 
定理 6.1.2 若 X 是复 Banach 空间 ， r e L ( X ， X )， 则 T 的谱 a { T ) 是 闭集. 
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证明若 p(T) = 0, jaij a(T) = X 为 闭集.若 p(T) ^ 0,则存在 A 0 e p ( T )， 故 
有 

R Xo (T) = (T-\ 0 I)- 1 eL(X,X), 

因此,对任意复数 A ， 有 

: T — 入/ =了 - A 0 J — (A — A 0 )J 

=(T-X 0 I)[I-(\-Xo)Rx 0 (T)}. 

. 由定理 6. 1.1 可知，当 ||(a - A 0 ) fl Ao ( r )|| < 1 时， 

[/-(A-Ao^AoCT)^ 1 ] eL(X,X), 

所以当 | A - A 0|< P ^1 时 ， W 

( T - XI )- 1 = [/ - (A - A 義 ( r )]- 1 (：T - Xol )- 1 € L ( X , X ), 

即当 |A - A 0 | < 时 ， A e p ( T )， 故 p(T) 是开集，因此 a(T) 是闭集. 

II 九入 oW 川 

定理 6.1.3 若 X 是复 Banach 空间 ，: T e L ( X ， X )，则 T 的谱是有界集，且 
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故 

{ A € C | | A !>|| T |!} CP ( T ), 

所以 

a { T ) c {A € C | | AK || T ||}. 


定义 6.1.3 设 X 为复 Banach 空间 ， T e i ( X , X )， 称 r a {T) = sup {| A||A £ 
( J ( r )} 为: T 的谱 半径. 

明显地，算子 T 的谱半径就是在复平面上以原点为中心包含 a(T) 的最小闭圆 
的半径. 

由上面定理容易看出下面推论 成立： 

推论 6.1.1 若 X 是复 Banach 空间 ， T e L(X,X), ]SlJ T 的谱半径 r CT ( T ) ^ 

imi. 

6.2 紧线算子的谱性质 

紧线性算子最初来源于积分研究，是积分方程中 Fredholm 理论的一般化，紧线 
性算子具有非常类似于有限维空间上的算子的性质，它在积分方程理论和各种数学 
物理问题的研究中起着核心的作用，因此紧算子的谱理论得到了比较透彻的研究. 

定义 6.2.1 设 X 和 Y 都是 Banach 空间，称线性算子 T : X — F 为紧线性 
算子，若对 X 的每一个有界集 M ， T ( M ) 都是 F 的紧集. 

容易看出，若 X 是 Banach 空间，则任意/ e X *, /都是紧线性算子. 

定理 6.2.1 设 X , y 为 Banach 空间， T : X — Y, 若 T 是紧线性算子，则: T 
是有界线性算子. 

证明 由于 X 的单位球面 Sx = { xeX \ | N | = 1} 是有界的，因此 y 是 
紧集，故 TS(X) 是有界的，即存在常数 M > 0,使得 

sup || Tx || ^ M , 

| 卜 ||=1 


所以, t 是有界线性算子. 

由紧集的定义，还容易看出紧算子如下的判 别法： 

定理 6.2.2 若 X ， Y 为 Banach 空间， T -. X -^ Y 是线性算子，则 T 是紧线 
性算子的充要条件为把 X 的每一个有界序列映为 F 中具有收敛子列的 
序列. 

推论 6.2.1 设 X ， Y 为 Banach 空间， T -. X -^ Y 为线性算子，则 

(1) 若: T 是有界线性算子，且 dim T ( X ) < + 00 ,则 r 是紧线性 算子； 

(2) 若 dim X < + 00 ,则: T 是紧线性算子. 
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证明 (1) 对于 X 中的任意有界序列 {〜}, 由 || Tx „|| < || T || - M 可知, 
{ Tx n } 是有界的.由于 dim T ( X ) < + oo , 因此 { Tx n } 有收敛子序列，故由定理 
6.2.2 可知7 1 是紧算子. 

(2) 由于 dim X < + 00 时 ， dim T ( X ) 彡 dim X < + oo , 因此由 （1) 可知 T 是紧 
算子. 

定理 6.2.3 若 X , y 是 Banach 空间，则从 X 到 F 的所有紧算子全体 
是 Banach 空间 • 

证明容易知道 K ( X , Y ) 为赋范空间，只需证明 K ( X , Y ) 是完备的即可.设 
T n G K ( X , Y ), T n ^ T , 则对 X 中任意有界序列 {〜} ，由于是紧的，因此 {〜} 
有子列{町,*：}使为 Cauchy 列. 

类似地， { x 1) fc } 有子列 { x 2 ， fc } 使 { T 2 x 2 , k } % Cauchy 列.按这一方法，对 
T n (n = 1,2,…)，可找到子列 { x „， fc } 使 { T n x n , k } % Cauchy 列. 

取％ = ，则{讲}为 { x n } 的子列,且对于每个固定的 n ，{ r „ y fc } 为 Cauchy 
列，由于 { x n } 是有界的，因此有 c > 0,使 || a ;„|| 《 c ， 故彡 c . 对任意 e > 0,由 
T n —T 可知存在 iV 0 , 使 ||r - ^.由于 { T No y k } 是 Cauchy 列，因此存在 

N , 使得 l > N ， m > N 时， '乂― 

W^NoVi - T No y m \\ < 

因而当 m > iV 时，有 


\\Tyi - Ty m \\ 《 ||T^ 一 TN 0 yi\\ + W^NqVi — T/v 0 ym|| + ||^v 0 ym — Ty m \\ 


c c 

^ C+ 3 + 


3 c 


■ C = £, 


故 { Ty k } 为 Y 中 Cauchy 列.由于 F 是 Banach 空间，因此 { Ty fc } 为 F 中的收敛 
列，所以 T 是紧算子，故 iC ( X , y ) 为 Banach 空间 • 

定理 6.2.4 设 X ， Y 为 Banach 空间， T : X Y 是紧线性算子 ，〜，: c € 
X , rc „ 二 a ;, 则 Tx n ~^>y eY , 且沒土: To :. 

证明对于任意 g * € r ' 定义 / 为下面的表达式： 


f ( x ) = g *( Tx ), 

则/是线性的.由于 r 是紧的，因此 T 是有界线性算子，因而/是 x 上的有界线 
性泛函.故由 a ;„ Z 可知 g *{ Tx n ) y (7 X )， 即; Ta ;„ Ta :. 

由于 {〜} 弱收敛于： r ， 因此 { x n } 有界，因而存在收敛子列 { Tx nk }, 使得 
Tx nk y e Y . 因为 T ; c „ 二 7 X 所 以？/ = 7 X 因而不难知道: Ta ;„ — %且 
y = Tx . 
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定理 6.2.5 设 X ， y 是 Banach 空间 ， r : X — 广若 T 是紧算子，则 T 的值 
域 R(T) 是可分的 . 

证明对于 = B(0,n) = {x&X\ ||z|| ^n}, 由于 T 是紧的，因此 l\Bn) 

_ CO 

是紧的，故 T(B n ) 是可分的，从而 T{B n ) 也是可分的，由 X = U B n 可知， R(T) = 

n=l 

oo 

T(X)= U T(B n ) 是可分的 . 

n=l 

讨论了紧线性算子的性质，下面将仔细地讨论紧线性算子的谱性质 . 

定理 6.2.6 Banach 空间 X 上的紧线性算子 T : X — X 的特征值全体是一 
个可数集 , 且最多只有一个聚点 A = 0. 

证明只需证明对任意实数 fc > 0, {A G a p (T)\ |A| ^ k} 只含有限个元 . 

用反证法.假设存在某个知 > 0, {A G a p (T)\ |A| ^ k 0 } 含有无限个元，则存 
在 {A n } C {A € a p (T)| I 入 I > fc 0 } •设 Tx n = \ n x n 对某个 〜 € X ， x n 一 0 ,则 
{x n } 是线性无关集 . 令 = span{xi,- - ,x n }, 则任意 : r € M n ， 都有唯一表达式 
x = oliXi H- • • • + 故 

(T — \ n I)x =Qi (T — \ n I) xi + .. • + Oi n (T — X n I)x n 

=0 ： l(Al — A n )Xl + … + a n -l(X n -l — 入 72)X72-1 ， 

因而对任意 : reM n , 有 (T - \ n I)x e Mn-x. 

由于是的闭真子空间，因此由 Riesz 引理可知存在 2 M G M n ， || 2 / n || = 
1 , 使得 

WVn ~ x \\ ^ 2 对任意 $ € Mn-1. 

令 $ = 入 nPn — Ty n ，则 T*y n — Ty m — A n y n — aj ， 当 ？ri < ti 时，有 m ti _ 1 ， 

故 

Vm ^ C M n —\ ― span {a ,. • • ， x n —\ \ . 

由于 = \iX {, 因此 Ty m G 由 （ T 1 — A n /)y n G M n -\ 可知 

^nVn — Ty n 二 — (T ■— A n /)y n G Af n _i ， 

因而无 € M n _i, 从而 -^-xe Mn-i .故 
An 

\\Ty n -Ty m \\ =||A n y n - x|| 

= | 入 n| . 2/n — T" ^ 

An 

> 歹 11 入 n|| 彡 #0 ， 
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因而， { Ty n } 没有任何收敛子列，但这与 T 是紧算子及是有界序列矛盾.因 
此，由反证法原理可知不存在无限多个特征值 A „ 满足 | A „| >知，所以定理得证. 

由上面定理可以看出，紧线性算子的谱并不复杂，其实，紧性算子的谱理论几 
乎与有限矩阵的特征值理论一样简单. 

定理 6.2.7 设 X 为 Banach 空间， T ■. X — X 为紧线性算子，则对每个 
X ^0, Tx = T-XI 的零空间 N { T X ) 是有限维的. 

设〜 e N { T X ), || x „|| ^ 1, 则由于 T 是紧的，因此 { Tx n } 有收敛子序列 { Tx nk }, 

因为; r „ e N ( T \), 所以乃〜 =- Aa; n = 0，即 x n = 因而 { x nk }= 

|^ Tx nt j 也收敛，故 N ( T X ) 的闭单位球是紧的，因此 N ( T X ) 是有限维的. 

由此可见，紧线性算子的每一个非零特征值的特征空间是有限维的.另外，若 
T 是紧线性算子，则对每个 A ^0, T a 的值域是闭的. 

定理 6.2.8 设 X 为 Banach 空间，若 r : X — X 为紧线性算子，则对每个 
\_ Q ， T X =T — XI 的值域是闭的. 

证明用反证法.假设 T x ( X ) 不是闭的，则存在 e TjX ), 并且 y _ T x ( X ), 
以及 X 中的序列 {〜}, 使 


Vn — T\X n — > V- 

由于 Tx(X) 是线性子空间，因此 0 e Tx{X), 因而 y # 0, 故不妨设对一切 n,y n ^0 
和 矣 N(T X ). 

由于 N(T X ) 是闭的，因此 

S n = inf ||a; n - z|| > 0, 

xeN ( T x ) 

故存在 4 e iV (： Tx )， 使 

— I \^n ~ ^ n \\ ^ 25 n ， 

因而 a „ = 〜 - k || — oo . 实际上，若不趋于 oo , 则 -〜} 必有有界子序 
列，由于 r 是紧算子，因此 {T(x n - z n )} 有收敛子序列.由= r - AJ，A _ 0,可 
知 J = A -^ T - Ta ), 因为 〜 e N(T X ), 所以有 

X n - Z n — -^(T - T\)(x n - z„) = i [T(x n - z n ) - Txx n ). 

{ T ( x n - z n )} 有收敛子列，不妨设; r„ fc - To •因为 r 是紧算子，于是了是连 
续的，因而： r A 也是连续的，因此 
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由 z n € AT(Ta ) 可知 T x z nk = 0 ,故由 y n = T x x n y 可知 


^\{ x nk ~ z rik) ~ ^A^rifc ~ y 2/* 

因此 T x x 0 = 仏故 y e T x ( X ), 但这与 y 多 T x ( X ) 矛盾，因而〜 =||〜-〜|| -> oo. 

令 = —(x n - z n ), ]3!j = 1，由于 a n — oo, T\z n = 0, {T\x n } 收敛■因 

dn 

此 ：L 

T\w n = — T\(x n ) 0. 

a n 

因为 j = 于是 

饥 n = ^ (Tw n — T\W n ^. 

由于 r 是紧的，{^„}是有界的，因此 { Tw n } 有收敛子序列•由 Txw n = — T x ( x n ) 

0可知 { r AW „} 收敛，因而由= \{ Tw n - T xWn ) 可知 { w„} 有收敛子序列 {w ni }, 
记 it; = lim w ni . 

i—^oo 

由 T\w n = —T\(x n ) 0 可知2\切 = 0, 因此 1 u; G N(T\). 因为 € N(T\). 

所以有 u„ e N(T\), 这里 u n = Z n + a n w. 

考虑〜到〜的距离，有 


I \ ^n ~ 11 ^ 


于是 


谷 n |^n — 之 n — ®n^n|| ~ | \^n^n — I 

^a n \\w n -iy|| < 28 n \\w n - w||, 

因此- < I | w n - w ||, 但这与 〜—》 W 矛盾，所以值域 T \( x ) 是闭的. 

关于紧线性算子 r ， 对 T \ 的零空间和值域，还有如下进一步的 结果： 

定理 6.2.9 设 X 是 Banach 空间， 若 T : X — X 是紧线性算子 , A / 0,则存 
在最小整数 r ■(依赖于 A )， 使得 

⑴ JV(TX) = N(T r x +1 ) = N(T r x + 2 ) = 

(2) T ； (X) = T r x +1 (X) = T r x +2 (X) = •••. 

由这一定理，可以得到 Banach 空间上紧线性算子谱的一个重要特征. 

定理 6.2.10 设；!:为 Banach 空间， 若 T : X — X 为紧线性算子，则 T 的每 
一个谱点 A # 0( 如果存在的话）都是 r 的特征值. 
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证明 若 N(T X ) ^ {0}, 则 A 是: T 的特征值，设 N(T X ) = {0} (这里 A # 0)，则 
T x 是单射，故 r A - 1 : T x (X) X 存在. 

由于 {0} = N(I) = 7V(T°) = N{T X ), 因此由定理 6.2.9, 有 r = ■()• 因而 
X = T°(X) - T x (X), 于是： T A 是双射，故由逆算子定理知77 1 有界，于是 A e p(T). 

由于 X 是有限维 Banach 空间时，任意 T e L(X,X) 都是紧线性算子，因此有 
限维 Banach 空间上的有界线性算子的谱是非常简明的. 

定理 6.2.11 若 X 是 n 维 Banach 空间，则对任意 r e L(X,X), T 的每个 
谱值都是 T 的特征值，且最多只有 n 个不同的特征值. 

线性算子的谱和带参数的算子方程的可解性有着非常密切的联系，早在1903 
年， FVedholm 就研究了线性积分方程，提出了某些含紧线性算子的可解性理论，下 
面将主要讨论含紧线性算子方程的可解性问题. 

定理 6.2.12 设 r : X — X 为 Banach 空间 X 上的紧线性算子， A # 0,则 
方程 To : — A;r = y 有解; r 的充要条件为 y 对一切满足 r */- A / = 0的/ e X *，有 
f { y ) = 0.这里 r * 为: T 的伴随算子. 

证明 ^.Tx-\x = y 有解 s : r 0 , /是 T */ 一 A / = 0的任一解，则 

f ( y ) = f ( Tx 0 - Ax 0 ) = f ( Tx 0 ) - Xf ( xo ). 

由伴随算子的定义可知 

f ( Tx 0 ) = ( T * f )( x 0 ), 

因此 

f ( y ) = f ( Tx 0 ) - \ f ( x 0 ) = ( T * f )( x 0 ) - Xf ( x 0 ) - 0. 

反之，设 = 2 /中的 y 满足定理中条件，即对满足: T / - A / = 0的 
所有/ e X *，都有 /( y ) = 0,则 Tx-Xx^y 必有解.不然的话，则没有 a ; 使 
y = Tx-Xx = T x x, 因此穿 T x (X). 由于 T x (X) 是闭的，因此存在 5 e X *，使 
g(y) > 0,且 g ( 2 ) = 0对任意 z e T\(X) 成立. 

因为 Z e T X (X), 于是存在某个 : E e X ，使 Z = r A ： c ， 故 

0 = g{T\x) - g{Tx) - Xg(x) = (T*g)(x) - \g(x). 

由 2 e T A ( X ) 是任意的可知 


(T*g)(x) - \g(x) = 0 

对每个 xeX 成立，因而 g 是 T*f - = 0 的解，故由假设可知 g(y) = 0, 但这与 

g ( y ) > 0矛盾,所以定理得证. 

推论 6.2.2 设 r : X — X 是 Banach 空间叉上的紧线性算子， A # 0, 若 
T*f -A/ = 0 仅有平凡解 /-0, 则方程 Tx-Xx = y 对任意 yeX 都有解. 
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推论 6.2.3 设 X 为有限维 Banach 空间 ， r e L ( X , X )，若 A # 0不是 r * 的 
特征值，则方程 r：r -Xx = y 对任意 yeX 都有解. 

定理 6.2.13 设 X 为 Banach 空间，若 ： T : X -> X 为紧线性算子 ， A / 0,则 
存在 c > 0( 它与: T;r — Aa : = 2 /中的 y 无关)，使对每个使 Tx - Xx = y 有解的 y ， 在 
Tx - Xx = y 的解中至少有一个至，使得 | 同 | < c || y ||. 

证明设是方程 Tx-Xx = y 的一个解，若; r 是方程的另一解，则 ;2 = x - x 0 
是方程 : Tx - Az = 0的解，因此 Tx-\x = y 的每一个解都可以表示成 x = x 0 + z , 
这里2 € N ( T X ). 

反之，对每个 z e N ( T X ), : c 0 + z 是 : Tz - Aa ; = y 的一个解，对于固定的: c 0 , 令 

k = inf | la；o + 2 ：||, 

zeN(T x ) 


则存在 {〜} C iV (7 U 使 


|| a ; 0 + z n \\ -+ k (n —> oo ), 

故由 

\\ z n \\ = ||( x 0 + 2 ：„) - x 0 || < || x 0 + z „|| + || a ； o || — fc + || xo !| 

可知 {〜} 是有界序列. 

因为 r 是紧算子，故 { Tz n } 有收敛子序列，但 e N ( T X ), 因此=入〜， 
因而 {〜} 有收敛子列\ 由于 N ( T X ) 是闭的，故勿 e N ( T X ), 又因为 

|| a：o + z nk \\ —>■ || x 0 + z 0 \\, 因此令 x = x 0 + z 0 , 则 S 是 Ta ; - Aa ; = 2 / 的解，且范数 


!同1 = 


inf 

GN(T a ) 


11^0 + 2 ||. 


现在已证明了若 Tx-\x = yMy 有解，则在这些解中有一个范数最小 的解％ 
下面将证明存在一个 c > 0( 不依赖于 y ) 使|岡| < c || y ||, 这里 T 是使 Tx - Xx = y 
可解的任一 2 /的最小范数解. 

假设上面结论不成立，则存在一个序列 { y n }, 使得 


1 M 

IWI 


— > oo 


(n — ^ oo ), 


这里^是最小范数的解，且= T x x n . 不失一般性，不妨设卜1,由_ — 

WVnW 

oo 可知 || y n || — 0. 由于 r 是紧算子且 { x n } 是有界的，因此 { Tx n } 有收敛子列 
Tx ni Ax 0 . 因为 . = T \ x n . = Tx n . - A〒 ni ，于是 \ x n . = Tx n . - y ni ， 故 


•^rii = ^ (T*x ni 一 y ni ) — > Xq. 
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因 r 是连续的，故 Tx ni -> TT 0 , 因此 ; TSo = 因为 T x x n = y n , 因而对 
x = -恥有 r A a ; = y n . 由于无 n 是最小范数的解，故 || a ：|| = |序„ —王 0 || > || x „|| > 1, 
但这与知 ; ％矛盾，这一矛盾说明 


C = 


sup 

yer x (x) 


M 

M 


< oo , 


所以 _ < c || y ||， 这里 y = Tx(x). 

定理 6.2.14 设 X 是 Banach 空间，若 7 1 : X — X 是紧线性算子 ， A / 0,则 
T * f-Xf = g 有解的充要条件是 g 对所有满足 r ： r-k = 0的 ; r e X ，有 ff (: r ) = 0. 
证明若7 1 */-入/ = 5有解，并且！^ —入 ； 1 = 0，则 

9{x) = (T*f)(x) - Xf(x) = f(Tx-\x) = f(0) = 0. 

反之，若对于 Tx-Xx = 0 的每一个解 a :, 有沒 ㈤ = 0 ,对于任意 x € X, y = T\x, 
则？ / e r 入 ( X )， 在 T x (X) 上定义泛函 / 0 为 

fo(y) = fo(Txx) = g{x), 

实际上，若 T \ X \ = T \ a ； 2 , 则 T \{ x \ — X2 ) = 0 ,故 ; Ei - a ； 2 是 Ta ; — Aa ; = 0 的解，因而 
g(xi - x 2 ) = 0 , SP g{xx) = g(x 2 ), 所以 /o 的定义是合理的. 

由于 r A 和 g 都是线性的，因此/ 0 是线性的.由上面定理可知对每个 y e 
T\(X), 至少有一个 a ; 满足 || x || < c || y ||. 这里 y = T \ x ， 且 c 不依赖于 y . 

因为 \fo(y)\ = | 5㈤ I < II 別 ‘II < c || 洲 ..|| y ||， 于是/ 0 是有界线性泛函. 

由 Hahn - Banach 保范延拓定理， / Q 可以延拓为 X 上的有界线性泛函 /. 

f(Tx - Ax ) = f{T x x) = fo(T x x) = g(x), 


故对一切 : r € X ，有 

( T * f )( x ) - \ f ( x ) = f ( Tx ) - A /( x ) = f(Tx - \ x ) = g ( x ), 

因而 / 是: T / - A / = 3 的解.所以，定理得证. 

推论 6.2.4 设 X 为 Banach 空间，若 — X 是紧线性算子 ， A _ 0,且 
Tx-\x = 0 仅有平凡解 x = 0 , 则对任意 s 6 X *,方程 T */ - Xf ^ g 有解 • 

推论 6.2.5 设 X 为有限维 Banach 空间 ， T e L { X , X ), 若 A / 0不是 r 的 
特征值，则对任意 g e X *, Un T*f -Xf = g 都有解. 

6.3 Hilbert 空间上线性算子的谱理论 

由于 Hilbert 空间上的线性算子在应用中特别重要，因此其谱理论己得到了很 
好的发展.下面将讨论自共轭算子的谱性质，自共轭算子的谱都是实的，并且位于 
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区间 [ m , M ] 中，这里 m 和 M 分别是 ( Tx , x ) 在一切范数为1的 z 的所取得的下 
确界和上确界，并且不同特征值所对应的特征元是相互正交的. 

定理 6.3.1 设 iJ ■是复 Hilbert 空间，若了 ：丑 — F 是自共轭算子，则 

(1) T 的所有特征值（如果存在的话）都是实数； 

(2) r 的不同特征值对应的特征元是正交的. 

证明⑴设 A 是 r 的特征值,则存在 a ： e 丑，2： 一 0,使 r：c = Aa ；， 故 

X ( x , x ) =( Xx , x ) = ( Tx , x ) 

=( x , Tx ) = ( x , Xx ) = A ( x , x ). 

由于 ( x , x ) = llxll 2 , 因此 A = 叉所以 A —定是实数. 

(2) 设 A ， m 是 r 的特征值，则存在: c ，2/ € F ， a ; # 0, y _ 0,使: Ta : = Aa ; 和 
Ty n 槪 


A(x, y) =(Ax, y) = (Tx,y) 

=(x,Ty) = (x, ^y) = n(x,y). 

由于 A 一 "， 因此 (x,y) - 0, 所以 x 与 y 正交. 

定理 6.3.2 设 ff 是复 Hilbert 空间， 若 T : H — H 为有界自共轭算子，则 A 
为 r 的正则值的条件为存在常数 c >0,使得对任意 xGH , 有 

||r A a;|| > c||x||. 

证明若 A e p(r) ， 则 = t; 1 •• h — H 存在且有界 . 由于 i? A / 0 ,因此 
k = II 則 I > 0, 又因为 R X T X = I , 故对任意 : r € ii ■，有 

IN | = \\RxT x x\\ ^ 圆 I . \\T X X\\ = k\\T x x\\, 

因而有 c = I > 0, 使 

11^X2:11 > C||x||. 

反之，假设存在 C > 0, 使 || T A ； c || 彡 c || x || 对任意 X € H 成立.若 ^1, X 2 e 
H,T xXl =T x x 2 , J 0!| 

0 = ||TaXi - T\X2\\ = ||Ta(xi - X2)|| > c||xi - X2II1 

故 || a；i — X2II = 0,即 a；i = a ：2， 因而 T\ ： H H 是双射. 

若 : r 0 丄则: c 0 丄: T a ( H ), 故对任意 xeH,^i 


0 = ( T \ x , x 0 ) = ( Tx , xq ) — X ( x , xo ), 




6.3 Hilbert 空间上线性算子的谱理论 


. 119 . 


因此 ( Tx , xo ) = A(a; ，； E 。)， 故 ( x , Txo ) = ( Tx , xq ) = ( x , Xxo ), 于是 Txo = Aa ;。， 因 
而 x Q = 0( 实际上， 若 x 0 # 0, Tx o = Ax 0 , 则 X 是: T 的特征值，因此 X = A 且 
Txq — Xx 0 = T \ x 0 = 0,故0 = || T \ xo || ^ c || xo || > 0,矛 盾). 所以，如果 xo - LT \( H ), 
则必有; r Q = 0,因而=丑，即 在 H 中稠密. 

设 y S T \( H ), 则有0/ „} c T X H , 使 — y , 由于 e T X ( H ), 因此有 e 丑， 
使得 2 M = r A ; r „， 故 

I \^n ~~ 11 ^ ~ I \T\(^X n — X-m) 11 = ~ WVn - Vm \ |* 

因为 {j/n} 是 Cauchy 歹！ J ， 故 {x n } 也是 Cauchy 列，由于 丑是 Hilbert 空间，因 
此; r TC — > X ，故如= T\x n -+ T\x, 于是 T\a; = y ， 且 ^ 0 ； e T\(H), 从而 y e T\(H), 
即 T X (H) 是闭的. 

由前面的证明，有 

(1) T x 是 双射； 

(2) I \( H ) 在 H 中 稠密； 

(3) T X (H) 在 H 中闭. 

因此 T X (H) = H, 故由逆算子定理 可知瓜 = T 7 1 是有界算子，所以 A e p(T). 
由上面定理，还可以得到有界自共轭算子的谱都是实的这一漂亮的结果. 

定理 6.3.3 设 F 是复 Hilbert 空间，若 r :丑 — 丑是有界自共辄算子，则 r 
的谱 a(T) 是 实的. 

证明 设 A = a + i /3,/?/0, 则由于 r 是自共轭算子，因此对任意: rei ?， 有 
(x,T x x) - ( Tax , x ) = (A - A )( x , x ) = 2/? i || x || 2 , 

因而 

m 1 MI 2 《 \(x,T x x)\ + I (Tax, x) I ^ 2|| x || • || T A x ||, 

故对任意 x e H, 有 \\T x x\\ > |^| - || a ;||, 由上面定理 6.3.2 可知 A e p ( T ), 因而当 
Ae cr ( T ) 时，必有 0 = 0,所以 a(T) C R ： 

定理 6.3.4 设丑是复 Hilbert 空间， 若 T •_ H — H 是有界自共轭算子，则 
o '( T ') C [ m ， M ]， 这里 m = inf (Tx,x), M — sup (Tx,x). 

||x||=l ||x||=l 

证明 对任意 >>从，有0=久— M >0, 而对每个 x ^0, xeH ,^ 

(Txx,x) = (Tx,x) - X(x,x) < M\\x\\ 2 - A || x || 2 = - c || a ;|| 2 , 


因此 


||T A a:|| - ||x|| > -{T x x,x) > c||x|| 2 , 
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故 || T A a;|i > c || a ;||, 因此由前面定理 6.3.2 可知 A € p ( T ). 

类似地，当 A < m 时，有 Ae p ( T ), 所以 a ( T)c [ m , M ]. 

上面定理中的 m 和 M 与 || r || 有着密切的联系. 

定理 6.3.5 设//是复 Hilbert 空间，若 T :丑 — 丑是有界自共轭算子，则 


||T|| = max{|m|, \ M \} = sup \( Tx , x ) \. 

Ikll=i 


证明由 sup |(Tx,x)| ^ sup || r ： c ||.|| a ;|| = || r || 可知 sup |(Tx,x)| ^ ||T||. 
IWI=i IWI=i IMI =1 

另一方面，对任意 yeH ， y _0, 有 

CT 歸 ICIMI = I 卜 “ )I • IMI 2 <sup|(Tx ! x)|.|| 2/ |P. 


取 z € 丑 ，使 n # 0,令 

则 


A = 


f \\ Tz \\\^ 

VW ；' 



\\Tz \\ 2 = (Tz,Tz)=(TXz,u) 

=^{(T(\z + u), Xz-\-u) — (T(Xz — u)^\z — w)} 

^ 7 sup |(Ta:,a:)| - {\\Xz-\-u \\ 2 + ||Az - w|| 2 } 

4 IWI=i 




=" s :严圳侧 Hlz "， 


故 

『 2 |K sup |( Ta ;, a ;)| - ||^||, 
lkll =1 

因此 

II^IK su p IC z X a; )l ， 

IWI=i 

所以 

|| T || = sup |( Tx , x )| = max {| m |, \ M \}. 

Ikll=i 

定理 6.3.6 设丑是复 Hilbert 空间 ，若 T •• H — H 是有界自共轭算子，则 

m,M € a ( T ), 这里 m = inf |( Tx , x )|, M = sup |( Tx , x )|. 

Ikll =1 ||x||=i 

证明不妨设由于 
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im |= sup |( Tx , x )| = M , 

||x||=l 

因此，存在，使 i 

11 工 n|| = 1 ， （ T*X n ， X n ) 〉 Af — —, 

从而 

\\ Tx n \\^\\ T \\^\\ x n \\ = \\ T \\ = M . 

又因为 r 是自共轭算子，于是 

|| Ta: n - Mx n \\ 2 =( Tx n - Mx n , Tx n - Mx n ) 

= || rx n || 2 - 2 M ( Tx n , x n ) + M 2 \\ x n \\ 2 
^ M 2 M 2 

—2 M - - > 0, 

n 

因此不存在 c > 0,使 

IITW^nll = I \ Tx n — Afx n || ^ c | | a ; ra ] I = c > 0, 

所以 Mea ( r ). 

类似地，可以证明 A = m 时，有 m e a ( T ). 因此， m,M G < x ( T ). 


习题六 


6.1. 设 X 是 Banach 空间， / 为 X 到 X 的恒等映射,试求的特征值和特征 


向量空间. 

6.2. 设 X 是 Hilbert 空间， r 为 X 到 X 的线性有界算子，试证明 T 有特征值 
A 使得 A = || T || 的充要条件为存在 xex , | N | = 1, 1^ x )1 = imi ， 

6.3. 设是 Banach 空间 X 的子空间， T 是 X 到 X 的线性算子，若 T ( E ) = E , 
则称 E 为 T 的不变子空间，试证明对于 r 的特征值 A , A 的特征向量空间 X A 是 
T 的不变子空间. 


6.4. 设,2 =《（而) 


E 

i=i 


Xi 


< o 4, T „ 为到 Z 2 的线性有界算子， r„:r 


(: rrn .. •，: r „，0,0, …)，试证明 r „ 是紧算子，并且 Tk 强收敛到恒等算子/，但 J 不 
是紧算子. 


6.5. 设 X 是 Banach 空间， T 是 X 到 X 的线性算子,试证明 N ( T ) = { x\Tx = 
0} 和 T ( X ) 都是: T 的不变子空间. 
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6.6 . 设 X 是复 Hilbert 空间, T 为 X 到 X 的线性有界算子， T * 为 T 的伴随 
算子,试证明 a ( T *) = {A | A G a { T )}. 

6.7. 设 X 为 Banach 空间， T 为 X 到 X 的线性有界算子，试证明|$ ||瓜(乃|| =0. 

6.8. 设 X 是复 Hilbert 空间， r 为 X 到 X 的正规算子，试证应于不同特 
征值的特征向量是相互正交的. 

6.9. 若久是 Banach 空间 ， T e 则 r a { T ) = ^ ||r n ||i. 试证明 

Ti , t 2 e L ( X , X ) 且 t x t 2 = 乃7\ 时，有 ^( Tj ) - r "( r 7). 

6.10 . 设 X 是复 Hilbert 空间，: T 为 X 到 X 的正规算子，若 a ( T ) - {0}, 试证 
明 : T = 0. 

6.11. 设 X 为 Banach 空间， T X , T 2 e L ( X , X ), 试证明对于任意 A e pCZ ^ OC ^)， 
有 

Rx ( Ti ) - R x ( T 2 ) = Ra ( Ti )( T 2 - T ^ Rxi ^). 

6.12. 设 X 为 Banach 空间， x 0 eXJ € X *, 试证明 Tx = f ( x ) x 0 是 X 到 ；>!： 
的紧线性算子. 

6.13. 设 X 为 Banach 空间，了为 X 到 X 的紧线性算子，试证明7 1 的共轭算 
子： T 是紧算子. 

6.14. 设久是复 Hilbert 空间 ， T e L ( X , X ) 是自共轭算子 ， S € L ( X , X ), 试证 
明 yrs 是自共轭算子. 

6.15. 设 M 是复 Hilbert 空间 X 的闭子空间，为 X 到 M 的投影算子，证 
明 a { P M ) 是实的. 

6.16 . 设 X 是复 Hilbert 空间 ，: T e L ( X , X ) 且对任意 x e X , ( Tx , x ) 都是实数， 
试证明 r 的所有特征值都是实数. 

6.17 . 设 X 是复 Hilbert 空间， M 为 X 的闭子空间， M 会{0}，且 P M 为投影 
算子，试证明1 € cr ( P M ). 

6.18. 设 M 是 Hilbert 空间 X 的闭子空间，且 M # {0}， P M 为 X 到 M 上的 
投影算子，试证明 r a ( P M ) < 1. 

6.19 •设 X 是复 Hilbert 空间 ， r e L ( X , X ) 为紧线性算子 ， S e L ( X , X ), 试证 
明和 sr 都是紧线性算子. 

6.20 . 设 X 是无穷维的复 Hilbert 空间， T 1 e L ( X , X ) 为紧线性算子，试证明 r 
不可能有有界逆算子. 

6.21. 设 X 是复 Hilbert 空间 ， r e L ( X , X ) 为紧线性算子，试证明对任意正整 
数 n ，7 V ( TD 是有限维的. 

6.22 . 设 X 是复 Hilbert 空间 ， T e L { X , X ), | A | > || T ||, 试证明 

lAi + imi <II(T_ xiyl]l ^ |A|-||r|r 
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在数学的领域中，提出问题的艺术比解答问题的艺术 
更为重要. 

Cantor (1845—1918, 德国数学家） 

1936年， Clarkson 在研究向量测度的 Radon-Nikodym 定理时，引入了一致 
凸 Banach 空间的概念，并证明取值于一致凸 Banach 空间的向量测度的 Radon - 
Nikodym 定理成立，从而开创了从 Banach 空间单位球的几何结构来研究 Banach 
空间性质的方法.随后，人们发现许多古典分析的定理只能在这些空间中成立，并 
且凸性具有非常鲜明的几何直观意义，因此凸性的研究吸引了无数的数学家 . Mil - 
man (1958) 和 Pettis (1939) 分别独立地证明了一致凸 Banach 空间是自反的. Clark - 
som 和 Gkrein 独立地引进了严格凸 Banach 空间.为了研究一致凸空间和严格凸空 
间之间的 Banach 空间的性质，也为了对 Banach 空间进行凸性分类，人们对一致凸 
Banach 空间作了许多推广，如局部一致凸和中点局部一致凸等，并详细地讨论了各 
种凸性和它们在最佳逼近及不动点理论的应用.光滑性一方面作为凸性的对偶性 
质而提出，另一方面，它与范数作为一种特殊的凸函数的各种可微性有着密切的联 
系，因此得到了深入的研究.经过几十年的发展，凸性理论已经发展成为 Banach 空 
间理论的主要内容之一. 

7.1 严格凸与光滑 

定义 7.1.1 赋范空间 X 称为严格凸的，若对任意 x , yeX ,\\ x \\ = l ,|| l /!| = 
1,X 7^ 7/, 都有 

定义 7.1.2 设 M 为线性空间 X 的凸子集， xeM , 若不存在 y ^ zeM , 使得 
x = 穸言: ，则称 a ; 为 M 的端点. 

不难证明， C 0 的闭单位球没有任何的端点. 

定理 7.1.1 赋范空间 X 是严格凸的充要条件是任意 xeSx 都是闭单位球 
B x 的端点. 
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定义 7.1.3 赋范空间 X 称为光滑的，若对任意 xGX ,\\ x \\^ l , 存在唯一的 
/ € X *，||/|| = 1，满足/⑷= 1. ， 

容易看出， co 和都不是严格凸空间，也不是光滑的赋范空间，但 iT 和 Z 2 
是严格凸和光滑的 Banach 空间. 

定理 7.1.2 Hilbert 空间 X 是光滑的 Banach 空间. 

证明 反证法.假设存在种 e X ， || xo || =1,^ f , 9 & X *,\\ f \\ = l ,\\ g \\ = 1,/^ 
g , 满足 f ( x 0 ) = l ，5( a ； o ) = 1 .由 Riesz 表示定理，有 y , z € X , || j /|| = l ，||< z || = 1, 
使得 

f ( x ) = ( x , y ), g ( x ) = ( x , z ) 对任意的 x e X 成立. 

且 / #9,故 lb — 刈 >0 •由 

|| 2/ + ^|| 2 + || y -z || 2 = 2|| y || 2 + 2 |N | 2 

可知 

|| 2 / + 2 || 2 =2| M | 2 + 2! M | 2 -|| y -^|| 2 
=4 - \\ y - z \\ 2 <4, 

但 ||y + Ml > I(y + Z,x 0 )\ = 2 与 ||y + z || < 2 矛盾，所以由反证法原理可知 Hilbert 
空间是光滑的. 

严格凸性和光滑性是共辄概念，它们之间具有如下的对偶 关系： 

定理 7.1.3 若 X * 是严格凸的 Banach 空间，则 X 是光滑的. 

证明 反证法.假设 X 不是光滑的，则存在: r e 知和/，3 G Sx .， / # 9,使 
f ( x ) = g ( x ) = 1•由 |/( x ) + g ( x )\ = 2可知 ||/ + g || = 2,但这与 X * 是严格凸矛盾. 
所以，由反证法原理可知 X —定是光滑的. 

定理 7.1.4 若 X * 是光滑的 Banach 空间，则 X 是严格凸的. 

证明 反证法.假设 X 不是严格凸的，则存在 x,y e Sx，x ♦ y , 使得 || x + 2 /|| = 
2 .由 Hahn - Banach 定理可知，存在/ € ^*,||/|| = 1,满足 

/( 宁) 4 

miit f ( x ) = f ( y ) = 1，故 Jx ( f ) = Jy ( f ) = l , KJx & Sx^,Jye s x .., 但这与 X * 
是光滑的矛盾.所以，由反证法原理可知 X —定是严格凸的. 

严格凸性保证了最佳逼近元的唯一性.如果 X 是严格凸的 Banach 空间 ， M 
是 X 的有限维子空间，则对任意 : c e X ，在 M 中存在唯一的最佳逼近元. 

7.2 —致凸与一致光滑 

1936年, Clarkson 引入的一致凸空间是一类性质很好的赋范空间. 
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定义 7.2.1 赋范空间 X 称为一致凸的，若对任意 e > 0,存在 <5 > 0,使得 

x,y € S x , ||(x + y )/2|| > 1-5 时，有 || x - j /|| < e. 

不难证明，赋范空间 X 是一致凸的当且仅当对任意〜，: r „ eSx ， Xm ± x r } — 

A 

1 时，一定有 || a； m - a ； n || 0. 

定义 7.2.2 赋范空间 X 称为一致光滑的，若对任何 e > 0,存在 <5 > 0,使得 
\\x + y \\ + \\x - y \\ - 2 

IMI 

容易证明， Hilbert 空间一定是一致凸的. 

Milman ( I 938 ) 和 Pettis (1939) 独立地证明了 Milman-Pettis 定理 . Kakutani 
(1939) 给出了不同的证明， Ringrose 在1959给出了很短的证明. 

定理 7.2.1 ( Milman - Pettis 定理）若 Banach 空间 X 是一致凸的，则 X 是自 
反的. 

证明 对于任意 / e dl/H = 1 ，存在 X n ex , \\x n \\ = l , 使得 f(x n ) ||/||. 

由，可知 i ，故 ikn —知 H — 0 •因此 

{ x re } 是 Cauchy M , 由于 X 完备，从而存在 a : 0 e X ，使; —>• .由 f { x n ) -> f ( x 0 ) 

可知 /(. xo ) = H/ll = 1, 所以， X 是自反 Banach 空间 • 

需要注意的是，若 X 是一致凸的赋范空间，则 X 不一定是自反的.如 X 为所 

/ 00 \ 1/2 

有只有有限个坐标不为0的序列全体，在范数= ^|^| 2 1 下是一致凸的 

赋范空间，但 x 不是自反的. 

若 X 是光滑的赋范空间，则对任意 : r e 知， A x = { feX *\ ll/ll = i ,/( x ) = i } 
为单点集，如果将4推广到任意赋范空间 X 和任意 y e X ,则4 = {/ y e 
X *\ fy ( y ) = IMI 2 , ll / yl 卜 IMI } 不一定是单点集，称 / e A x 为 a ; 的支撑泛函.为了 
以后证明方便，不妨先证明下面的两个引理. 

引理 7.2.1 若 X 是光滑的赋范空间， X,ye Sx , f x e A x , f x+Xy e 烏 + Ay , 则 

fxiy) ^ A 《 \\ x + Xy \\ fx+Xyiy) - 

证明 由于 ||: r || = 1, 因此 


fx(y) =^/x(Ay) 


fx{x)-\-f x {\y) - |Jx|J 
' A 

Mfx\\ - lk +Ay|| - l|x|l 

; A 
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l|x + Ay||-||x|| 

: A ' 


lk + ^11 - IWI = lk + Ay || 2 - Nl - lk + Ay|l 
A — A'Hx + Ayll 

< lk + 知|| 2 — \ f x + Xy { x )\ 

' 入 lk + %11 

— / x +^v( 3; Xy) — l/x+AyC 3 -) 1 

A||x + Ay || 

fx+Xy( x ) + fx+\y{^y) ~ \fx+Xy( x )\ 

A||x + Ay || 

〆 fx+Xy(^y) 


A|k + A ?/|| 


r /.A Ik + ^ll - ll^ll ^ 1 f / f x 

/“yK x < \\x + \ y \\ fx+Xyiy) - 

引理 7 . 2.2 若 0 < |A| < 1 ， IMI = 1 ， _ = 1 ，则 

fx(y) - 11 ^ + 入以 |1 fx+\y(y ) 彡 1 1 _ + 1 _ | 入 | \f x (y) - fx+Xy(y)\ - 


证明 fxiy) - \\^ TM fx+Xy[y) 


< \ fx ( y )\- 


wh^\\ fxiy) ~ wh^\ fx+xyiv) 

—^T-n l/x(y) - fx+Xy (y)| 


L Ik + Aylinix + Ayll ^^ ^ 
rrrn + .it I 厶⑼ — 厶 + 知 （ 2/)1 • 


T Hx + Aylirilx + AyH 1 ^ 妍冲 

由于 Ik + Ay|| > - |A||M| = 1 - |A| > 0 , 因此 


当 ||x + Ay || < 1 时，有 

1 - —^ —— 
Ik + Ayll 

当|卜+知||>1时，有 

L 1 I , 


iix + A^ii 


y ^ n _1 ^rqAj 


T ^. 


|A| / |A| 
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所以 

fxiy) ~ \\ xl \ y \\ fx+Xy{y) 

^ + 1 二 | 入 | \fAv) ~ fx+x y (y) \ - 

利用上面引理,可以证明一致凸和一致光滑是共辄的概念. 

定理 7.2.2 若 X 是 Banach 空间，则 

(1) X * 是一致凸的当且仅当 X 是一致光 滑的； 

(2) X * 是一致光滑的当且仅当 X 是一致凸的. 

证明 （1) 若 X 是一致光滑的，则对任意 e > 0,存在> 0,使得 xe 5 X ) 0< 
时，有 

11 ^ + 2/11 + 11 ^- 2/11 < 2 + || M 1 . 

取5 当 s x .,\\f - g \\^ eH , 存在 || 勿|卜 1，使 (/ 一 g )( z 0 ) > ^ s , 

取 2 A ) = 则 ||如11 = f ，且 

“ v 、、3<5,2 
(f - g)(yo) > -^3 e 2 e, 


故 


ll / + ffll = sup { f { x ) + g { x )\ || x || = 1} 

=sup{/(a: + y 0 ) + g{x - y 0 ) - (f - g )( y 0 )\ Ikll = 1} 
^sup{||x4-2/o!l + Ik —yoll - ||a:|| = 1} 

<2+|_卜卜2-!5' = 2-5， 


所以， X * 是一致凸的. 

反过来,对任意 e > 0,由于 X * 是一致凸的，因此存在知 > 0,使得当 x,y e S x , 

1 


fx € A x , fx+Xy € 為^+知，且 


fx + 


||x + Ay || 


fx+\y 


> 2 — 82 时，有 


fx 


1 


lk + 入 yll 


fx+Xy 


£ 

<12- 


取 ^ > 0,使 | A | < A 时，有 

I 入 I : e 

' 1-| A | 12. 
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由于 |A| < & 时，|卜 一 （x + Ay) || < Si, 因此 

fx+ \\xl\y\\ fx+Xy + # — ^ + A 训 I 
^( /x+ ||x + Ay|| /x+Ay ) (X)+ ||x + Ay|| /x+A!/((：E + XV) — 4 = 2 , 


fx + ||~'^ ^||/x+Ay ^ 2 - |A| • H 2 /II > 2 — (S 2 , 


f 1 f 6 

Jx — \\x + \y\\ Jx+Xy < 12' 


Wfx - fx+Xy\\ 

《 fx ~ ||x + A2/|| /x+Ay " 
£ |A| £ £ 

< i 5 + rq ^ < i 5 + i ^ 


ll$ + 入 2 /IL 


fx+\y 


令 (5 ; min |(Si,(52, 则由引理 7.2.2 可知 |A| < (S 时，有 

HM _ 〜、 I 


^ 2 1 _ J^| + 1 _ | 入 | \fx(y) ~ fx-h\y{y)\ 
£ ^ £ £ 

< 6 _f2 *6 = 2 J 


因此对 0 < A < 5,有 


一胁 — 吾， 


故 |卜 + Ay|| + |卜 - 入 y|| < e|A| + 2||x||, 即对任意 x ， yGS x ， 有 

||a; + Ay|| + ||a:-Ay||-2 


所以， X 是一致光滑的. 




7.2 —致凸与一致光滑 


(2) 若 X 是一致凸的，则 X 是自反的，因此 X * 是一致凸的，所以 X * 是一致 
光滑的.反之，若 X * 是一致光滑的，则 X **是一致凸的，因此 X 是自反的，所以 
X 是一致凸的. 

赋范空间 X 的范数的 Gateaux 可微性和 Prechet 可微与赋范空间 X 的光滑 
性有着密切的联系. 

定义 7.2.3 赋范空间 X 的范数称为 Gateaux 可微的，若对任意吻 e 和 

2 / € 知及 e > 0,存在5 = S ( e , x 0 , y ) > 0和数 p ( x 0 , y ), 使当 | A | < 5时，有 

W + l - K 和)卜 

定义 7.2.4 赋范空间 X 的范数称为 FVechet 可微的，若对任意 x 0 £ S x R 
e > 0,存在 <5 = J ( £)3 ： o ) >0及实值函数 p ( x 0 , y ), 其中 y e 知，使得 | A | < <5时，有 

supj H a：0 + A ^l ~ ^oll ~ p( Xo ,y) I || y || = l | < e . 

定义 7.2.5 赋范空间 X 的范数称为一致 FVechet 可微的，若对任意 e > 0, 
存在5 > 0,及二元实值函数 P (x，y), 其中 a:，y €办，使得 | A | < 5时，有 

sup | 1^ + ~ 1^1.1 一 p{x y) | || x || = 1， || y || = l| < £• 

与赋范空间范数 X 的可微性有密切联系的光滑性质还有强光滑. 

定义 7.2.6 赋范空间 x 称为强光滑的，若对任意 : E e x ，| M | = 1，当 ./„ e 
S x ^ fn ( x )^ iH , 有某个 / eS x ., 使得 II /™ - /Ih o . 

赋范空间强光滑的对偶性质就是强凸性. 

定义 7.2.7 赋范空间 X 称为强凸的，若对于任意 : r € S X J X € A x 和任意 
e >0, 存在 <5>0,使得当且 / x (^) >1—占时，有叶1||<£. 

明显地，赋范空间 X 是强凸的当且仅当对于任意 x & S x $ x n GS x , 且对某 
个 /rc e 4 r ， 有以〜） — 1,则 ||; r „ - a :|| 0. 

定理 7.2.3 若 X * 是强光滑的，则赋范空间 X 是强凸的. 

证明 若 X e Sx , x n e 5 X , 且对 某个九 e 人，有 以〜 ）— 1，则 x n ( f x ) - 
九 0 r „) 1.由于 X * 是强光滑的，因此有某个 F e 知..，使 llh — F || — 0,故 
F ( f x )= lim x n ( f x )=^ lim f x ( x n ) = 1，由 X * 是强光滑的可知 X * 是光滑的，因 

n—>oo n—*oo 

而 ： c = 故|卜„ - x || -.0, 所以，赋范空间 X 是强凸的. 

定理 7.2.4 若 X * 是强凸的，则赋范空间 X 是强光滑的. 
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证明 若 X G SxJn e Sx .， 且 f n ( x ) 1,则由 Hahn - Banach 定理可知，存 
在/ €知.，使/⑷=1, 故 ; r e C X **.由于 X * 是强凸的，且 x { f n ) ^ 1,因此 
||/„-/||-0,所以，赋范空间 X 是强光 滑的. 

赋范空间的光滑性与范数 Gateaux 可微性有着密切的联系. 

定理 7.2.5 赋范空间 X 是光滑的充要条件为 X 的范数是 Gateaux 可微的. 
证明（充分性）若 X 的范数是 Gateaux 可微的，： r 0 e e X ,|| x 0 || - 
i , l | y || = 1， / e 4 r 0 = {/ e S x ^ |/( x 0 ) = l }, 则由于 

/( Ay ) = f(x 0 + \y) - ||a ； o|| ^ || x 0 + At /|| - || a ： o ||, 

因此，当 A > 0 时，有 

lko+A f — l|xoi .， 

当 A < 0 时，有 

潮 > Iko + %11 - jjxoll 
A 

令入- > 0, 则有 /( y ) = p { x 0 , y ). 因此，对于每个 x。e Sx , A X0 只含有一个元.所以， 
赋范空间 X 是光滑的. 

(必要性）若赋范空间 X 是光滑的，对于任意 s > 0,取&，使 | A | < &时，有 

| A | r g 
1-| A | 12. 

由于 X 是光滑的，因此对 X 0 e Sx 及任意 e 和 2 / e 知，存在5 2 = 6( e , x 0 , y ), 使得 
| 入 | <.5 2 时，有 

l/x ° {y) ~Tx 0 + Xy\\ fxo+Xy{y)l< l 

(若不然，则对 xo €知，存在 ea > 0 及 y Q £ Sx , 使得对任意心== 1，2,…）， 

n 

都有 | A „| < 使 
n 


|/a；o ( 2 / 0 ) — || Xo ^ ^ o || fxo+XnVo (?/o)| ^ 

但 ,~~^~ V J X 0 + X n y 0 € 办 *， 而 X* 的闭单位球是紧的，因此一定有定向子列 

工 0 + 入 nyo|| 

{ 9 a } C I 入 ^||/xo+Anyo|i 使得 0a 故 I Ml < 1，且 

\g(x 0 ) - 1| = |5(a ： o) - g a (x a )\ 

^ b(X0) - Pa(x 0 )| + \g a (x 0 ) - 9a(x a )\ 
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< 1( 分一 9 oc )( xq )\ + l^all - |ko -X a || , 
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这里: r a e | x 0 + X n yo |n = 1,2, •■•} 且使 g a { x a ) = 1 .故 p (: r 0 ) = 1，由于 X 是光滑 
的，因此 g = / r 。， 即 



但这与前面的 
矛盾).故 


fx 0 (yo) — 


lko + An 2/ o || 


f xo-\-\ n yo (.VO) 


> £ 


||/xo - fx 0 -\-XyW ^ 


fx 。 一 


fxo+Xy 


Iko + Ay|| 

< I + rHAj ll:Eo + A2/l1 


1 


Iko + Ay^ 


/®o+ 入 2 / 


£ £ 


< — I - - 2 =—. 

6 12 3 


由前面引理可知，当 |A| <min|5 1)( 5 2 ,i| 时，有 


lko + ^11 - HM _ f x ⑹ 

A 

< 1 .1 丨入| + i - | a | K ") - /»。+知(2/)1 

r 1A1 ,1 e 

1 - |A| 1 - |A| 3 


所以， X 的范数是 Gateaux 可微的 • 

定理 7.2.6 赋范空间 X 是强光滑的当且仅当 X 的范数是 FVechet 可微的. 
证明（充分性）若范数在种 G 知是 Prechet 可微的，则明显地范数在点: r 0 
是 Gateaux 可微的，因此存在唯一的焱。€知*，使 fx 0 (^ o ) - 1- 

设 /n e S X ', fn ( xo ) -» 1. 不妨设 fn { xo ) < fx 0 { Xo ) - 1. 假设 | |/n - / r 。11 — 0 
不成立，则一定存在 {/„} 的子列，不妨仍记为{/„}，使得||/„ - „UI > 3 A > 0 对 
某个常数 A 成立.因此，存在 x n & S x ， 使得 


fn(x n ) - fxo( x n) 彡 2A > 0. 


故 


fx 0 { x o) ~~ /n ( 工 0) 
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^[ fx 0 ( xo ) - fn ( x 0 )] <^ j [ fn ( x n ) - fx 0 {^ n )} - 11 
= j [ fn { x 0 ) - f Xo ( x 0 )] - [ fx 0 ( x „) - / n ( x n )] + [ f n ( x 0 ) - fx 0 ( xo )} 

= (/ r » - /®。) (尤。+ X (/ re 。 (尤 0) - / nC ^ O )) 2 ^) 

= /n (吻 + ^(/xoC-^-o) — fn{xo))Xn^ — fxo{ x o) — fxo (^~^{fxo{ x o) — fn(^o)) x r> 
< ||a；0 + j(fx 0 {Xo) - fn{x 0 ))x„) II - ||x 0 || - fxo ^jUxoi^o) - /„(^ 0 ))^„^ . 

令 yn = j(fxoi^o) - /^( 勒))〜，则 


l|j/«ll = l/xoC^-o) — /n( a: 0 )| ， 

因此 f Xo ( xo ) - fn ( x 0 ) < || X 0 +2/„|| - || X 0 || - f Xo ( yn )， 故 


Iko + y „|| - || a ： o || 


(Vn 、 

ro vw, 


fxp (-^o) ~ /n(^-p) 

: w 

/^ 。 ( 吻 ） ~~ fn{ x o) 

x(fx 0 (xo) ~ fn{x 0 )) 


A >0. 


由于 n -> oo 时 j /„ — 0,并且范数是 Frechet 可微的，因此 


Wxp+VnW - Ikoll 


~ fX0 fe)— 0 , 


这与 A > 0 矛盾.所以赋范空间 X 是强光滑的. 

(必要性）对于任意 e >0, y £ S x , 存在& > 0,使当 | A | <心时，有 

fx °— \\ x 0 + \ y\\ fxo+Xny < 6' 

若不然，必有句 > 0和如 e 知，使得对任意= i ， 存在 | A „| < 使 

7X Tt • 


fxo ~ \\ x 0 + X n y 0 \\ fxo+Xyo >£ °- 
由于||吻 + \如|| — 卜1，因此 

Iko + X n yo \\ fxo + Xnyo { Xo )+ \\ x 0 + \ n yo \\ fxo+Xnyo{XnVo) 
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\\xo + Xnyo\\ fx0+Xny ° {X ° + Ky0) ^ L 


由于 X 是强光滑的，因此 


Iko + A „ y 0 || 


fxo+\ n yo ~^ fxo) 


但这与前面的 


fxo ~ \\^+ K^\\ fxo+Xnyo >£ ° 


再取如 > 0,使得 | A | < 5 2 时，有 




Wfxo — fxo-\-Xy\\ 

^ fxo ~ \\x 0 + \y\\ fxo+Xy 


lko + Ay|L 


fx 0 -{-Xy 


£ 

<6 + 


1-| A | 


lko +Ay|| 


e e n e 
< 6 + U X 2< 3- 


则 | A |<\ 有 


1N + Ay||-]N1 一 fxM ( _^_ + r l^||/ X0 - f X0+Xy \\ 

e ^ e 
< 12 +2 '3 <£ - 

所以， X 的范数是 Frechet 可微的. 

定理 7.2.7 若 X 是 Banach 空间，则 X 是一致光滑的当且仅当 X 的范数 
是一致 Prechet 可微的. 

证明（充分性）若 Banach 空间 X 的范数是一致 Prechet 可微的，则存在 
p ( x , y ), 使对任意 e > 0,存在5 > 0,使得 a :， 2 / e 5 X ,| A | < <5时，有 


||x + Aj /|| - || x || 


-p(x,y)\ <£, 


ll® +Ay|| - \\x\\-\p(x,y) 


故当 0< A < J 时，有 
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且 

因此 


丨 |o:- Ay|| — \\x\\ +Xp{x,y) 
- 

lk + ^y|| + lk- ^11 ~21kll 


即对任意 e > 0,存在 <5 > 0,使得 | A | < J 时，有 


||x + Ay|| + ||a:-Ay|| <2 + 2e||Aj/||, 

所以 Banach 空间 X 是一致光滑的. 

(必要性）对任意 e > 0,存在心 > 0, x , y & S x ,\\\ <心时，有 

ll/x - /x+Ay|| < 2- 

若不然，一定存在句 > 0,使得对心= i ，存在 |A„| < i 和： ro,2/o e Sx， 使得 

n n 

Wfxo ~ fxo+XnVoW ^ 

但由于 X 是一致光滑， X* 是一致凸的.因此存在 (5 〉0,使得 / j e 5x*,||/ + ^||> 
2-m, 有 ii/— 5 ii<$ 

由于 A„ — 0,因而存在爪，使得 n >爪时，有 

| A „| ^ £0 

rqxn 3 " 

也存在 爪 ，使 n > iV 2 时，有 
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因而 



所以， X 的范数是一致 Frechet 可微的. 

强光滑性是一种很强的性质，当 X * 是强光滑时， Banach 空间 X 具有很多很 
好的性质. 

定理 7.2.8 设 X 是 Banach 空间，若是强光滑的，则 X 是自反 Banach 
空间. 

证明对任意 / € Sx ' 存在 € %,使 /⑹ — II / H , 故 Jx n ( f ) -> l , Jx n e 

X **,\\ Jx n \\ = l . . 

由于 X * 是强光滑的，因此有某个 : c e X **，使 \\ Jx n ~ x \\ — 0.但 X 是 Banach 
空间，因而 a ; e X ，故对任意/ € S x 、 存在 a ； e S x ， 使/⑻= ll/ll = 1. 所以，/ 
是自反 Banach 空间. 


7.3 凸性与再赋范问题 

许多空间，如 c 0 , h , loo 等都不是严格凸和光滑的.但严格凸和光滑的 Banach 
空间都具有许多很好的性质.比如在严格凸空间中，每个紧凸集都有唯一的范数最 
小元.因此，一般是通过对 Banach 空间 X 赋以等价范数，使 X 在新的范数下是 
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严格凸或光滑的，从而具有较好的性质，这种工作是 Clarkson 在 1936 年最先做的, 
他证明了任何可分的 Banach 空间都可以赋以等价范数,使之成为严格凸的空间. 

定理 7.3.1 若 X 是 Banach 空间，则 X 可以赋以等价范数 IMh ，使 （久， ||-||i) 
是严格凸的当且仅当存在严格凸 Banach 空间 Y 及从 X 到 F 的线性续算子 T ， 并 
且 r 是单射 • 

证明（必要性）明显地，若 X 可以赋以等价范数 ll.lh ，使（ X ， || • |h ) 是严格 
凸的，则只需取恒等算子 J : (HI. ||) —*• (X， || • ||i )，Ix — x 即可 • 

(充分性）定义 IMli = ||刈 + ||To4 则 扣 || < <(1 + ||T||)||x||. 1^11 -IK 

为 INI 的等价范数，且 （ x ，. | h ) 是严格凸的. 

假设 （ X, II _ | 卜） 不是严格凸的，则存在 x,y £ X,x ^ y , ||a:||i = 1, ||y||i = 1 且 
||a ； + 2/||i = 2 .故 

2=||x + y|| + ||Tx + T 2 /|| 

^JNI + IMI +11^11 +11^2/11 

<(11 x 11 + 11^11) + (112/11 + 11^11) = 2, 


因此 \\Tx + Ty\\= M + M 且 || a ; + y || = | N | + | M |, 因而存在 / e 广，||/|卜 1， 
使 

f( Tx + Ty \ _ 

J \\\Tx + Ty\\J- - 

由于 


=f ( Tx + Ty \ 

— J \\\Tx + Ty\\J 

=f ( ll^ll Tx \\Ty\\ 

\\\Tx + TyW\\Tx\\ + \\Tx + TyW] 

_ W f f Tx \ , ㈣ I 

~\\Tx + Ty\{ J \\\Tx\\)^\\Tx + Ty\\ 


Ty \ 
\\Ty\\) 


\\Tx + Ty\[ 


(Ty 、 

VIM , 


= ， Gl ^) = i ， 从而 




Tx Ty 

I lm 11 ' I \m I 




Ty > f f Tx Ty \ 

W \ 


由 y 的严格凸性可知 


Tx Ty _ 0 

M + M = ' 

是单射 ，因 此有 


&但 
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IWI = llyll = 1，因而 x = y - 可这与 X _ y 的假设矛盾，所以（ X , || • || i ) 是严格凸的. 

由这一定理容易知道,所有可分 Banach 空间 X 都可以再赋范,使之成为严格 
凸空间. 

定理 7.3.2 若 X 是可分 Banach 空间，则 X 可以再赋以等价范数|| • 1，使 
psMI . Ih )* 严格凸空间. 

证明由于 X 是可分的，因此存弃序列 {/„} C X *，||/„|| < 1,使得 {/„} 在 
闭单位球是 W 稠密的，即 { fnT ' D B X ： 

定义 

T : X — 1 2 , 

T : c = ㈡ 九 ㈤ )， 

则明显地， T 是线性算子，且|问|彡 

不难看出，若 Ta ; = Ty , 则 f n ( x ) = f „{ y ) 对任意 n 都成立•由于 {/„} 在 Bx * 
是 W 稠密的，因此有 x = y . 由此可知， T 是线性连续算子，并且: T 是单的.由 
于 Z 2 是严格凸空间，因而，由上面定理可知久可以再赋范，使之在新范数下是严格 
凸的. 

推论 7.3.1 若 Banach 空间具有 Schauder 基，则 X 可以再赋范,使之在新 
范数下是严格凸的 Banach 空间. 

对于自反 Banach 空间，一样可以再赋范使之成为严格凸 Banach 空间. 

定理 7.3.3 若 Banach 空间 X 是自反的，则 X 可以再赋范，使之在新范数 
下是严格凸的 Banach 空间. 

对于一般的 Banach 空间； C , 是否一定可以再赋范，使之在新等价范数下是严 
格凸的 Banach 空间呢？有意思的是 Day (1955) 证明这个问题的答案是否定的. 

定理 7.3.4 若 Banach 空间 X 是可分的，则 X 可以再赋以等价范数 H ， 
使 （ Llli ) 是光 滑的. . 

对于可分和自反的 Banach 空间，还有性质更强的等价范数. 

定理 7.3.5 若 X 是可分 Banach 空间，则可以再赋以等价范数 IMk ，使 
( X , || - no 是严格凸且光滑的. 

定理 7.3.6 若 X 是自反 Banach 空间，则存在等价范数|| • |卜，使 ( X ,||-|| i ) 
是严格凸且强光滑的. 

Banach 空间的凸性与光滑性还可以用来刻画几类重要的 Banach 空间. 

对于 Banach 空间 X 和若对 y 的任意 n 维子空间匕和 e >0,存在 
X 的 n 维子空间_ 及 T : ，使: T 是到的一个线性同胚，且 

|| T ||- IIT - 1 !! < 1 + e ， 则称 y 在 X 中有有限表示. 
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定义 7.3.1 Banach 空间 X 称为超自反的，若每个在 X 中有有限表示的 
Banach 空间 Y 都是自反的. 

明显地，超自反的 Banach 空间一定自反，一致凸性刻画了 Banach 空间的超自 
反性 .. 

定理 7.3.7 Banach 空间 X 是超自反的当且仅当存在等价范数|| • || i ，使 
( X , || - Hi ) 是一致凸的. 

Banach 空间的自反性可以用几乎一致凸性刻画. 

定义 7.3.2 Banach 空间 X 称为几乎一致凸的，若对任意 e >0和/ € 
x*,\\f\\ = i, 存在 ％’/)，使得：^ e X ， ㈣ = MMI = 1 ，/ > 1 - <5时， 

W ||i 一 y|| < e. 

定理 7.3.8 Banach 空间; C 是自反的当且仅当存在等价范数|| • || h 使( X ， ||-|| i ) 
是几乎一致凸的. 

还可以利用超一致凸性刻画有限 Banach 空间的特征. 

定义 7.3.3 Banach 空间 X 称为超一致凸的，若 x n ,y n e Sx 且 \\x n +yn\\ 

2,则存在 {x nk } C {x n }, {y nk } C {y n } RxeS x , W . \\x nk -x\\ 0, \\y nk - y || -» 0. 

定理 7.3.9 Banach 空间 X 是有限维的当且仅当存在等价范数 || • h ，使 
( X . ll - ll !) 是超一致凸的. 

习题七 

7.1. 试证明 Hilbert 空间 X —定是一致凸的. 

7.2. 试证明赋范空间 X 是光滑的当且仅当对任意 ： C e Sx ， 焱 e 4^都是闭单 
位球 Bp 的端点. 

7.3. 若对任意 xes x ,^ fnes x ^ fn ( x )^ m , 有某个 / e 知.，使 /„ 上 /， 
则称 Banach 空间 X 为非常光滑的，试证明若 X * 是非常光滑的，则 X —定自反. 

7.4 . 设 X 是严格凸的赋范空间，试证明任意 f ex * 最多只能在单位球面 
上的一点达到它的范数. 

7.5. 若对任意 ; r e e > 0,存在6 = S ( e , x ) > 0,使得当 xi , x 2 € Sx , 

X- < 5 时，有 ||Sl-X 2 || <£, 则称赋范空间 X 是中点局部一致凸的.试 

证明中点局部一致凸的赋范空间一定是严格凸的. 

7.6 . 证明〖 2 存在等价范数 || • | h , 使出，|| • || i ) 不是产格凸的. 

7.7 . 设 Banach 空间 X 是一致凸的，证明 | K || -> ||^||, 且〜二 a ; 时，有 

m — 0- 




7.8. 试证明 ioo 的范数不是 Gateaux 可微的. 

7.9. 若对任意 ; r € Sx ， a; n € Sx ， 当 Jirr ^ ||x + x n || = 2 时， { a :„} 弱收敛于; r ， 
则称赋范空间； c 是弱局部一致凸的.试局部一致凸的赋范空间一定是严格 
凸的. 

7.10. 读证明 c 0 不是光滑的. 

7.11. 试证明赋范空间 X 是严格凸的当且仅当 X 的每个二维子空间都是严格 
凸的. 

7.12. 若 rr 0 e X ，吻只有唯一的支撑泛函，则称: r 0 为 X 的光滑点，试证明如 
果 : co e ^ ，吻 的某个分量等于0,则：—定不是光滑点. 

7.13 . 设 X 是一致凸的，试证明对于任意的 e > 0,存在5 > 0,使得 IHI = 
1， IMI = 1，并且 III ill > £ 时,都有 

x -±y 2 < ( i-5)(M!+JM^y 
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意义深刻的数学问题从来不是一找出解答就完事了， 
好像遵循着歌德的格言，每一代的数学家都重新思考并重 
新改造他们前辈所发现的解答，并把这解答纳入当代流行 
的概念和符号体系之中. 

Bers (1914—1993, 美国数学家） 


习题一 

1.2 证 明：⑴ 只需按度量定义验证即可知道 d ( x , y ) m p ( x ， y ) 为 h 上的两个 
度量 • 

(2) 取 ，-,0, • • - V 即当 i < n 时， 4 n ) = 当 i > n 时, 

\n n n J n 

4™) = 0, 则 € Zi 且 p ( x n , 0) = sup \ x ^ -0| = i — > 0,但 d ( x n , 0) = | a ;[ n ) -0| = 

n 

71 1 

- = 1. 因此 p ( x n , 0) — 0,但 d ( x n , x 0 ) 不收敛于 0. 

i=i 71 

1.4 证 明：在 i ? 2 上取离散度量 d { x , y ) = ( 0, ^ z 二 W ^，则对于 x ^ y , 

I 1，当 x # y 时 

有 d { x , y ) = 1,但不存在 2 0 ii 2 , 使得 d { x , z ) = d ( y , z ) = ^ d ( x , y ). 

1.6 证明：由 d [ x , y ) = sup | a ： i - 2 / i | 可知，对任意 x，y Gloo , 有 d ( x , y ) = d ( x - y ,0), 
若 G 是开集，则对于任意 x e F,y e G , 有开球 U ( y , r ) C G . 故 : r + t /( y ， r ) C a : + G ， 
因而 C/(:r + 2 /， r ) C z + G ， 从而对任意 x e F ， a : + G 是开集，由 F + G = U (x + G ) 

JP 

可知 F + G 是开集. 

1.8 证明：取 a: n = ( xf 1 ))， 当 i 〉 n 时， rrf 1 ) = 0; 当 < 彡 n 时，： rf 1 ) = |，则 

G M ，且 lim = a :， 这里 a : = (1， 士，…，丄 ，…) ，但: r 多 M ， 因此 M 不是闭 
n—oo \ 2 n J 

集，所以 M 不是紧集. 、 ' 

1.10 证明：对于任意 : r e _ F 0 , 有 U ( x , r ) C F °, WL U ( x , r ) C\W = 0 , 因而 

X e ( FCf > 从而 0 c ( F ^) C . 对于任意 ： c e ( FC ) C ^ 有 a ； 矣 ( pC ), 因而存在 

U { x , r ) C \ F c = 0，故 U { x , r ) c F , 从而 xeF°,^L ( W) c C F °. 所以 ( W) c C F °. 
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1.12 证明：对于任意 a ;, e A ■，有 


d ( x , F ) = M { d ( x , y)\y 6 F } < inf { d ( a ;, z ) + d ( y , z)\y 6 F } 
— d ( x , z ) 4 - mi { d ( y , z)\y £ F } = d { x , z ) + d ( z , F ), 


故 


d ( x , F ) — d ( z , F ) ^ d ( x , z ). 


类似地，有 


d ( z , F ) — d ( x , F ) < d ( z , x ), 


因此 


\ d ( x , F ) - d ( z , F )| < d ( x , z ), 


所以，当 〜— 吻时，必有 d ( x n , F )^ d { x 0 , F ), SP d { x , F ) 是连续函数. 

1.14 证明： 由于 F 是闭集，因此 F = { x \ d ( x , F ) =0}, 又因为 d ( x , F ) 是连续 

的，所以对任意 n ， 是开集，从而对于开集 G „ = ^ x \ d ( x , F ) < ij , 

有 F = { x \ d ( x , F ) = 0} = P | { x \ d ( x , F ) < 1/ n }, 所以 = ( T | Gn - 

1.16 证 明：设 { x n } f I 的 Cauchy 列，则对于任 > 0, 存在 N , 使得 
n 〉 iV ■时，有 d ( x n + Pi x n ) = sup | x ( n+p ) - I < e . 故对每个固定的 i ， 有 


| x (n+p) _ x (n) I e (n > N,P > 1). 


因此 { zf 1 )} 是 Cauchy 列.因而存在〜使得 lim 〜令 rr = ( a )， 则 

6 n—>oo 


\Xi - x\ 


(科 1) 


K e ， 


由于 x N+l = { xf +l) ) £ loo , 因此存在常数 Mjv+1 使得 s U p | a ; f +1 K Mjv +1 < + oo . 
又由 \ x { ^ +p) - x [ n ) \<£ 可知 h - x [ n ) \< e 对任意 iRn & N 成立•故 

d ( x , x n ) = sup \xi — x \ n ^ I < e , 

所以， 〜— o :， 即 Zoo 是完备的度量空间. 

1.18 证明： 令 M = {(^)1 \ xi \ ^ 1}, 则 M 是 co 的有界闭集，但 M 是不紧集. 
1.20 证明： 容易验证 d ( x , y ) - | l/i - 1/2/1 ^ ( X , d ) 的度量.取：€ X ， 
x n — n £ [ l ，+ oo )， 则 { x n } 为 X 的 Cauchy 列，但 { x n } 没有极限点，因此{〜}不 
是收敛列，所以 X 不是完备的. 
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1.22 证明： 若度量空间 ( X , d ) 上的函数/是连续的，则明显地，对于任意 e e i ?， 
{x\f(x) < e } 和 {^1/(2；) ^ e } 都是 (X,d) 的闭集. 

如果对于任意 e e i ?, {x\f(x) < e } 和 {x\f(x) > e } 都是 (X,d) 的闭集，则对 
任意 £ i,£2 € R, 容易知道 { x|ei < f(x) < £ 2 } = 1\({0；|/(尤） < ei } U {x\f(x) ^ e 2 }) 
是开集. 

对于 i ? 上的开集 G , 有 G 的构成区间 ( a n , p n ), 使得 G = U ( a n ,/3 n ), 因而 
r \ G ) 是开集，所以/是连续的 

1.24 证明 ：⑴设 丑为实数全体， T : R ^ R , Tx = \ arctanx 则对任意 
x,ye R,x # y ， 由 /( a ：) — /( y ) = f {. Oi x - v ) 可知 

1/ ㈤- f{y)\ = -y\<\x- y\i 

但/ ㈤ 没有不动点.实际上,若 x = /⑷，则 arctanx = 因而矛盾. 

(2) 设 X = [1，+ 00)， T : X X,Tx — x + -- 1 则对任意 a ;, y G i ?, a : _ y , 由 

1 —r~ OC 

f{x) - f(y) = /’ ⑹ 0 - y ) 可知 

l/W - f(y)\ = 1 - (TT^)2 l^-yl < \ x ~vl 

但/⑷没有不动点.实际上， 若 7： = / ㈤ ，贝 Ij = o , 矛盾，所以/⑻没有不 

1 + X 

动点. 

1.25 提示: 定义 T .. C [ a , b ] ^ CM ] 为 

Tip = (fi- 去 /(i,v ?)， 

证明 T 为压缩算子，然后利用 Banach 不动点定理. 

1.26 证明：反证法.假设4有两个不动点 xi , x 2 , 使得 Ari = a ； i ， Ar 2 =巧，则 
d { xi , X 2) = d ( Axi , Ax 2) < d { x \, X 2), 但这与 ; ri _ a ：2 矛盾，所以 A 只有唯一的不动 
点- 

1.27 证明 思路： 构造 X 上的连续泛函 /( a :) = d(Tx,x), 利用紧集上的连续泛 
函都可以达到它的下确界，证明 存在 ; ro e X ，使得 f(x 0 ) = inf{f(x)\x e X}, x 0 
是 T 的不动点. 

1.28 证明：定义 r : ( xi , x 2 ) ( a ； 2 , 0 ), 则 T 不是压缩算子，但 T 2 : { xi , x 2 ) ^ 

(0,0) 是压缩算子. 

1.30 证明：由 ！ Ta ; = a ;/3 + 1 /z 可知 |!Tx — Ty ! = | x /3 — 1/x — y/3 + l / y | 
=b — ，所以 T 是压缩 算子. 
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习题二 

2.2 证明： 由度量的定义可知 d 是 X 上的度量.假设存在 X 上的范数 . | h ， 
使得 d(x ， y) = \\x-y\\i, 则对于 A e e X , —定有 || Ax||i = | A | - \\x\\i. 

如果取 A = G X, || 吻 || = 1 ，则 

l|Ao^o||i = || 入 0 工 oil + 1 = I 入 o| • \\xo\\ + 1 = ^ + 1 = ^ 

但是 | A 0 ||| x 0 ||i = | Ao |(|| x 0 || -f 1) = ^(1 + 1) = 1，因此 || Ax||i = | A | - || x||i 不成立，所 

以一定不存在 X 上的范数 || • || i , 使得 d(x,y) = \\x - y\\i. 

2.4 证明： 由于 M 是线性子空间，因此0€ M . 由 M 是开集可知存在[7(0, e ) = 
{ x ||| x || <e} CM. 因而对于任意 :r € M , x ^ O , W 2|^ f [ € ，从而 e M ， 
因为 M 是线性子空间，所以 : r € M , 即 M = X . 

2.6 证明：由 x n — a ; 可知存在 M > 0,使得 || a :|| < M ，故 

I j — Ax 11 ^ 11 _ Ax n 11 H - 11 _ Ax 11 

< iA n -mi + | A|.m 
^M|A n — A| + |A| - \\x n — x\\ —► 0, 

所 ^ n*^n ~^ \x. 

2.8 证明： 只需依基的定义验证即可. 

2.10 证明： 明显地 M 是线性子空间，取〜=卜|，…，^，0, • • • ， oj ， 则〜€ 
M 且^抑，但= fl , • * • > — r , 所以 M 不是闭的子空间. 

y 2 71 71 + 1 ) 

2.12 证明••由 f(x-\-y) = f(x)-\-f(y) 可知， f(nx) = nf(x) 对所有正整数 n e N 

都 成立. 并且办）=/64 + ... + 3=饥/©，故/© = ^^)对所 
有正整数 me N 都 成立. 因此所有正有理数 g e Q 都有 f ( qx ) = qf ( x ) 成立，由 
f ( x +(- x )) - / OrH / Hr ) 和 /(0) = /⑼+/(0)可知 /(0) = 0并且 f (- x ) = - f ( x ), 
因而 f ( qx ) = qf ( x ) 对所有有理数 g € Q 都有成立.由于/在丑上连续，因此，对 
于任意 a € R ,^ q n e Q , 使得如 — a , 从而 /( ax ) = lim f ( q n x ) = lim q n f ( x )= 

n — ►oo n—^oo 

a /( x ), 所以 / 是线性的. 

2.14 证明：令 Mi = span { a：jh 一 j }， 则 M 是 n — 1维的闭子空间,且雀 Mi ， 由 
Hahn-Banach 定理可知存在仍 € X *， ||rr|| = 1，使得 gi ( xi ) = d ( x ^ Mi )^ g ( x ) = 0 

对任意 xeMi 成立 ，令 = d{x 9i M y 则 /i e X *， 且 fi ( Xi ) = 1, fiixj ) = 0 对任 
意 i _ j 成立. 
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2.16 证 明：由 M 是闭线性子空间，: ro € X\M, 因此 d ( x 0 , M ) > 0,故存在 
9 € X*, ||^|| = 1,使得 g ( xo ) = d (:且 々( x) = 0对于任意 x E M 成立•令 

卜 d(xo,My 则 f{Xo) = 1,11/11 = dil^M) = d{xl,M)' 且八 4 = 0 对任意 
x e M 成立. 


2.18 证明:假设存在 a ： o, 2 /o, 使得 \\xo-\-yo\\ = IWI + ||yo ||， 但 x 0 一入 y 0 , 对任意 


A > 0 成立，则 
1 . 因而 


故有 


IMI _ Xo_ 

Ikoll + llyoll ||a ； ol| 


IM + IW HI 


xp + yp 

IWI + 1MI ， 


但这与 ||xo + 2 /oll = l | x 0 || + ||yoll 矛盾，所以 ll ^ + y || = INI + IMI 时，有 j / 4 对 
某个 A >0成立. 

2.20 证明：在。中，取 a := Q ,0 ,i 0,0,••- (0，*，0，全，0,…，0)，则 

| N | = l ,|| y || = 1，且 ； r # y ， 但 || a ; + y || = 2,因而 h 不是严格凸的.类似地，在 L 
中，取 a ; = (1,0, 1,0,0, ••• , 0 ), 2 / = (1, 1,0,… ，0), 则 || a ;|| = 1， ||. y || = 1，且 a ; _ j /， 但 
\\x + y \\=2, 所以 〖 oo 不是严格凸的 • 

2.22 证明： 令 X = {{ x^Xi e R , 存在某个 iV , 使得；> iV 时，有 : Ci = 0}，定义 

IW | = |私川=_ W ， 则（ X，II . II )是赋范空间， 取〜 =(0,… ， 0, 士， 0,… ， 0) ， 

00 00 , 00 00 

则 E w = E ‘，因此绝对收敛，但级数不收敛. 

n=l i=l n=l n=l 

2.24 证明 ：由〜 可知 ， M —|| x ||， 因而，所以，/(^) 

11/11 lliSr“l 卜 0 . 

2.26 证明： 容易验证 M 是 C [0,1] 的线性子空间.由于 C [0, 1] 是完备赋范线 
性空间， M 是 C [0, 1] 的闭子空间，因此 M 是 <7[0, 1] 的完备线性子空间. 

2.28 证明:由于 d ( x 0 , M ) = inf {|| x 0 - y || | y € M } = inf {||( a ； i , 1)|| \ x x e R } ^ 1, 
并对于 yo = (0,0) e M , 有 ||xo - yo 11 = ||(0,1)|| = 1, 所以 d ( xo , M ) = 1，且 
Iko - yo || = d ( xo , M ). 



3.2 证明： 由 T 的定义可知 r 是线性算子，且 IM = I ( 晉 )I < 备 = 
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^I|x ||, 因此 ||T|| < 从而 r 是线性有界算子 . 取吻 =(1,0,… ， 0 )，贝 ! J X 0 e h ，且 
llxoll = 1, 故 imi > ||7^ 0 | 卜 ^ 所以 ||T|| = I. 


3.4 证明：由于 sup ||Tx|| < sup X < sup 

\\x\\<l ||x||<l IFII llxll^l 


||T ||， 因此 ||r|| > 


sup ||Tx ||. 对于任意 i > 0 , 由 ||T|| = sup = sup = sup||Tx|| 

||x||<i n Ikll^o Ikll^o IfII lkll=i 

可知 M = 1 ， 使得 imi—i 故 > fi--) f||T||--Y 

n \ n J \ n J \ n / 

SM 


sup ||Tx|| ^ 
INI<i 



( 1_ ^) ( 1|T|1 -£). 


对任意 n 成立，从而 ||T|| < sup ||Tx||, 所以 ||T|| = sup ||Tx||. 

IkIKi INI<i 

3.6 证 明：在 c 上定义， f n ( x ) = ± a iXi , 则明显地， / n 为 c 上的线性泛函，并 

i=l 

且 

n / n \ / n \ 

l/n(^)l = Y1 OiixA < ( X] |tti| ) sup|a ； i| = ( E |o ： i| j ||x||. 

i=l \i=l / \i=l / 

因此 /„ 为 c 上的线性连续泛函，且 ii/„ii < £ k 容易进一步证明 ii/„ii = f > ii . 

i=l i=\ 

对于任意 x ec ,\ fn { x )\ = J 2 a i x i ^ l a i|j IMI ， 因此 {/ n } 在 Banach 空 
间 c 上点点有界.由一致有界 Bl 可知 {/„}"^E c 上一致 y 界，因而存在 M > 0, 
使得 ||/„|| < oo . 因此 f ： H = ||/„|| < M ，从而 f > i | = ||/„|| < M ，故 

i=l i=\ 

El ^| < DO, 所以/为 C 上的线性连续泛函，且 ll/ll < £ I 印|，不难进一步证明 
1=1 1=1 

ll/ll = EKi- 

3.7 证明思路：明显地，只需证明 L(X ， Y) 是 Banach 空间时， y 是 Banach 空 
间.由于 X 笋 {0 }， 因此有： c 0 e X ， ||xo!| = 1 ， 故由 Hahn-Banach 定理存在 ||/|| = 1, 
使得 /(x 0 ) = ||a ： o|| = 1 .若{%} e r 是 Cauchy 列，定义算子列 T„ e L(X, Y) 
为 T n x = /( 咖 „, 则 e L(X,Y), 并且 || r m - r n || = II 細 - ?/„||， 因而 { r „} 为 
L ( X ， y ) 的 Cauchy 列，所以存在： T e L(X,Y), 使得 — r . 不难证明如 — Tx 0 , 
从而 Y 是 Banach 空间. 

3.8 证明：由于 lim f n ( x ) ― f ( x ), 因此 sup {|/„( x )|} < oo 对任意 a : 成立，由 
■ X " 是 Banach 空间可知 


SUp{||/n||} < M <00, 
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因而 1/nWI < ||/„|| • INI < M||x||, 所以 |/(x)| < M\\x\\, 即/是久的线性连续泛 
函. 

3.10 证 明：由 ||Ta;|| ^ M\\x\\ 可知 T 是单射，因而 r- 1 存在，且对于任意 
2/ €广由: T 满射可知存在 X & X , 使得 y = Ta;， 容易验证 T 是线性算子，故 

WT-^W = lir- 卜 NK ^11^11 = -Ml 
所以， r- 1 连续，且 HT- 1 !! ^ 

3.12 证明： 由/笋 0 可知存在勒 一 0, 使得 f(x 0 ) = 1, 故对于 X 的开集 G 
及任意 a e /(G), 必有 : c e G, 使得/⑷= a ，由于 G 是开集，故有 e > 0, 使 
U(x,e) c G, 因此对 x + Xx 0 , |A| < e/||xo||, ^ x + Ai 0 e G, 因而 /(x + Axo) € G, 
但 /(x + Axo) = f(x) + Xf(x 0 ) = a + A, 故 (a - e,a + e ) C /(G), 即 a 为 G 的内 
点，所以 /(G) 为开集，即 / 一定开映射 • 

3.13 证明 思路： 先证 S 为闭算子，从而 S 是线性连续算子，然后利用 Hahn- 
Banach 定理的推论可知，当& # 0时，存在/ e X* ，||/|| = 1，使得 f(Sx) = ||圳|， 
不难进一步证明 T 是线性连续算子. 

3.14 证明： 若 y n e T ( F ), 且 y n -> 如，则存在 x n G F 使得= /(如)，由于 F 
是紧集，因此存在使得 — 吻且吻 e F •由 Tx nk —如及 T 是闭线性算 
子可知如= Txo , 所以如 e r(F)， 即 T ( F ) 是闭集. 

3.15 证明思路 ：由于 r 的定义域为 x， 因此，明显地，只需证明 r 为闭线性算 
子. 设有点列 {x n } 6 Xx,y € X，当 n — > oo 时，; c„ — • a;，Ta:„ —> y .由 R(T) 是闭 
W, Tx n e R(T) 可知必有: c 0 € X，使得 y = Tx 0 . 

由于 T 2 = 因此 T ^ Txn _ Xn) ^ : r 2 a;„ - ra:„ = 0,即 Th - x n e N ( T ). 
由 N { T ) 是闭的，可得 y-x = }^{ Tx n - x n ) € N ( T ), 从而: T^/ — a:) = 0 .因 
此 n = Ty = ixrzo) = r；r Q n = y , 所以 r 为闭线性算子.由闭图像定理可知 
TeL ( X , X ). 

3.16 .证 明： 由于 T„ 强收敛于 r， 因此对任意 xex ,^ ||r„a:-r；r|| — 0,故对 
于任意 /_ € y' 有 \f(T n x) - f(Tx)\ = \f(T n x-Tx)\ < ll/ll- ||T„x-Tx|| — 0,所 
以 r„ 弱收敛于 r. 


习题四 

oo n 

4.2 证明：对于任意 x € “，有 x = = lim y 故对于任意 / € 

^ n—>oo ^ 

i=l i=l 

/ n \ n 

f(x) = lim / ( V Xi&i ) = lim 'S^Xifia). 

n—>oo \ ^ I n—»oo 

\i=l / i=l 
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由于 

^2\^if{ei)\ <^|xi||/(ei)| • ll/ll. l|ei|| =^|^| - 1|/||, 

i=l i=l i=l i=l 

- n n 

因此由: c =(〜）e b 可知|而|收敛，从而 5>i/( ei ) 绝对收敛，且 

i=\ i=l 

oo oo 

1/ ㈤卜 X]a；i/(ei) < sup|/(ei)|^|xi| =sup|/(ei)| - ||x||. 
z=l , i=l 

令 y = (%) = (/(q ))， 则 € Zoo， 且对于任意 z = (A) € Zi， 都有 /($)= 

^2aiXiR\\f\\ = \\y\\. 
i=l 

oo 

反过来，对于任意 ?/=(%) e Zoo, 则定义 / 为/⑷ =y^o^， 这里$= ( a ) e 

i=l 

h ，则 / 是上的线性连续泛函， _aii/ii = su P H = iMi, 所以 it = ioo 

4.4 证明： 用反证法.假设 L 则由于 h 是可分的，因此是 Zoo 可分的，但 
这与〖1不可分矛盾,所以一 L 

4.6 证明：若 x n = (4 n )) € h,xo = (xj 0) ) G Z 2 , 且 〜— 吻，则 

/ oo . \ V 2 

㈤心-翁） - 0， 

因此，对于任意 i 有 

M n) - 4。) K (㉚ W n) - 忐。 ) I 2 )， 

M x\ n) -， xf\ 所以强收敛比按坐标收敛强. 

4.7 证明 思路： 对于任意的自然数 n， 由于X是无穷维的赋范空间，因此存在 n 
个线性无关的 ei，e 2 , …, e„ e X，由 Hahn-Banach 定理,不难证明存在 fi,f2,-",fn & 
X*, 使得 fi{ei) = 1,并且 fi{ej) — 0,对任意 i ^ j 都成立，从而只需证明 h, h, …， fn 
是线性无关的，则 dimX*>n, 所以 X* —定也是无穷维的赋范空间. 

4. 8 证明 ：由于 {〜} 是相对紧的，因此存在子列 {x nk } 收敛于 J/， 但: r„ 弱 
收敛于; r ， 因此对于任意 f G X* ，有 f{x nk ) ^ /Oc). 由 {x nk } 收敛于 y 可知 
\f(xn k )~ f(yj\ < ll/ll-Ikn fc -2/11 -0, 从而 /⑷ = f(y), 对任意 f ex* 成立.因 
而 a: = y. 故; c„ fc — cc, 所以 a:„ —• x. 
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4.10 证明： 对于任意 0 e y *， 定义 X 上的泛函/ ㈤ = g { Tx ), 则由 \ f ( x )\ = 
\ g [ Tx )\ ^ || p ||-|| T ||-| kl | 可知，/是 X 上的线性连续泛函，由于 a ：„ 弱收敛: c ， 因此 
/(〜）— f ( x ), 因而 g ( Tx n ) -> g ( Tx ), 所以 了〜弱收敛 Tcc . 

4.12 证明：由于 a ：„ 弱收敛于 x 时，有 M > 0,使得 || x „|| < M < oo , 因此 

\ fn { x n ) - f { x )\ <|/„( X „) - f ( x n )\ + \ f ( x n ) - f { x )\ 

< ll / n -/||- | kn || + \ f { x n ) - f { x )\ 

^ M \\ f n - f \\ + \ f ( x n ) - f { x )\, 

所以，当; T „ 弱收敛于; E ， 且 /„ 收敛于/时，有 fn ( x n ) f { x ). 

4.14 证 明：由 T *{ T*)~ l = ( T ^ T )* = I 及 ( T -^ T * = { TT ~ 1 )* =： I 可知 
( T *)- 1 存在，并且 ( T *)- 1 = ( T - 1 )* 

4.16 证明： 反证法.假设: co 《 M , 则由于 M 是闭子空间，因此 d ( x 0 , M ) > 0, 
故由 Hahn - Banach 定理可知存在/ £ X *，使得 f { x 0 ) = d ( x 0 , M ) 且对于任意 
x £ M , f { x ) = 0,所以 f ( x n ) = 0, f { x 0 ) = d { x o , M )>0, 但这与 〜 弱收敛于 x 0 矛 
盾，因而 a ;„ 弱收敛 a ；。 时，一定有; r 。 € M . 

习题五 

5.2 证 明：由 / ㈤ = { x , y ) 可知 / 为线性泛函，且 \ f ( x )\ = |( x , y )| < || x || - || y ||, 
因此/是 X 上的线性连续泛函，并且11/11 < ||训，取 a : = 则 iM | = 1, |/( x )| = 

l( a ： ， y)l = == IMI ， 所以 ll/il = IMI. 

5.4 证 明：若 ei ， e 2 ，… ， e n € X ，且 （ ei ， ej ) = I °' ' ^ j， 则对于叫 e K ， 

(1, i = j - 

n n 

当 y^, a i e i = 0 时，有叫 =^2 = 0 . 因此 Ql = 0；2 = … =a n = 0 , 所以 

i=l j=l 

ei , e 2 , ■■- , e n 线性无关. 

5.6 证明： 由 M 是 X 的真子空间，因而对 z e X \ M , 存在邶 e M ± , 使得 
x = xo + yo , 由 a ； 穿 M 及 i 0 e M 可知 cc — a ： o _0, 所以？/_0,且 ye M 丄，即 M 丄 
含有非零元. 

5.8 证明： 由于 M C M 11 , 因此只需证 C M . 对于任意 : r € M " 11 , 有 
y € M 1 - 使得 a ; = a；o + 2 /，由 Af C M 11 可知； r 。€ M 11 , 故 ; r - a；o G M 11 , 因此 
y = x — xo & M 11 , 所以 y ± y , 因而 y = 0 , 从而 M 11 c M . 

5.9 解答： 取 y e i ? 3 , y = (1， 2, 3)， 则一定有 / ㈤ -xi + 2 x 2 + 3 x 3 . 
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5.10 证 明：由 M 11L = ( M 丄严可知， M 丄 C M ^. 反过来，对任意 x € M 瓜， 
及 y € M C M 11 , 可知 ( x , y ) — 0,因而 x ± y 对于任意 y e M 成立，故 x € M 丄因 
此 C 所以 M 111 = 

5.12 证明： 明显地 M + AT 是 X 的线性子空间，因此只需证 M + iV 在 X 中是 
闭的，若 € M + 7 V ， a； n e M ， y n e iV ， 且 x n + — z ， 则由于 A ■是 Hilbert 

空间 ， M 是闭子空间，因此 z = x - hy , xeM,ye M 1 , 故 x n — a ; € M ， y n -y e M - 1 . 
因而 

\\ x n - x \\ 2 + \\ y n - y \\ 2 =\\ x n -x + y n - y \\ 2 

= \\ x n + y n -(x + y )\\ 2 = \\ x n + yn - 之 II 2 4 0 ， 

所以 x n —• x , y n — y , 故 2： = a : + y，:c e M,y € iV ， 即 M + iV 是 X 的闭子空间 • 
5.14 证明：若 x 丄 y, 则对任意 a € 有 

\\ x -\- ay \\ 2 =( x -\- ay , x -{- ay ) 

={ x , x ) + ( x , ay ) + ( ay , x ) + ( ay , ay ) 

=IW | 2 + H 2 |M| 2 , 

且 \\ x -\- ay \\ 2 = \\ x \\ 2 + | a | 2 || y || 2 , 因此 ||x + ay || = \\x - ay \\. 

反过来，若 a e K ， 有 \\ x -\- ay \\ = \\ x - ay \\, 则由 

{x + ay，x + ay ) = ( x , x ) + ( x , ay ) + { ay , x ) + { ay , ay ) 


和 

(x — ay，x - ay) = (x, x) - (x, ay) - (ay, x) + (ay, ay) 

可知 2a(x,y)-\-2a(y,x) = 0 . 令 a = (z ，?/), 则 |(:r ， y)| 2 + |(x ， y)| 2 = 0, 因而 (x,y) = 0, 
所以 xl.y. 

5.16 证明：若 xLy^ 则对任意 a e x±ay ^ 因此 

\\x-\-cxy\\ 2 = ||x|| 2 + M 2 |M| 2 > IMI 2 , 

所以 ||x + ay|| 彡 ||x||. 反过来，若对任意 a € K ， 有 \\x + ay\\ ^ ||x ||, 则令 
a 一驗 ，由扣 + 哗 " 2 mo , 得 

(x + ay, x + ay) - (x, x) 

=(x ， x) + (x ， ay) + (ay, x) + (ay, ay) - (x,x) 

=a(x, y) 4 - a(y,x) + \a\ 2 (y,y) 
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\{^, y )\ 2 _ 1( 工，刈 2 \( x , y )\ 2 ( A 

IL.II2 IL.II2 ' II..114 乂 9 ) 


IMI 2 \\y \\ 2 IMI 4 
' Kw ) l 2 、 n 

-一 1RT〆 ， 

因此 (x,y) = 0, 所以 x±y. 

5.17 证明： 由于 { e 士 € TV } 是 X 的正交规范集，因此对任意: r，y e X ,有 

f 10, ei)| 2 < ||a:|l 2 ， D(y, ei)| 2 < IMI 2 ， 


Y 2\( x , ei )( y , ei )\ ^ ^|( a ;, ^)\ 2 5 Zl ( a ；, 


INI - IMI - 


5.18 证明： 若 xeM , 则由于 { ej 是正交规范集，因此乞以， ei )| 2 < || x || 2 . 

i=l 

n+p 2 n+p oo 

因为 X 是完备的,所以由^ ( x , ei)ei = 1($，&)| 2 — 0可知 E (; r ， ejei 是 

i=n i=n i=l 

收敛级数.记 = <) ei , 则 


(x - y, ej) = ^ (x, ei)ei, ejj = (x, ej) - (x, ej) = 0, 

故 ： r - y 丄 M ， 由 z ， y € M ， 可知 x - y G M , 因而 a ; — y 丄 z — y ， 所以 : r — y = 0,即 

oo 

x = (x, ei)ei ， 

i=l 

oo oo 

5.19 证 明：若 f 弱收敛，则存在 M > 0,使得对任意 n 成 

i=l i=l 

2 

oo oo ^ oo 

立，故由{而}是正交集可知 f ll ^ ll 2 = Yl Xi < M 2 , 所以 H llxill 2 < OO. 


oo n+p 2 n+p ( oo ^ 

反之，若 E |[ a ： i || 2 < 00 ,则由 ^2 Xi = E Ihll 2 — 0 可知 { y 
i=l 名 =n+l i=n+l \ i=l J 

oo oo 

是 X 的 Cauchy 列，所以在 Hilbert 空间久中收敛，因而 J 2 x i 弱收敛. 

i=l i=l 

5.20 证 明：若 A 是有限集，则明显地，有 E 10 c ， ei ：)| 2 < | M 1 2 . 若 A 不是有限 

a€A 

集，则对于任意 m € iV , S m = / e a |( x , e a ) ^ —1 只能是有限集，因而 S f = \J Spi 

I ^ J m=l 
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是可数集，且对任意 e a e S\S '， 有 (x,e a ) = 0,故 [ 1 ( 0 ；， ei )| 2 < ||x|| 2 . 

a€A 

5.21 证明： 由于 X 是 Hilbert 空间，且 r- 1 e L(X, X), 因此 （广 1 )* 存在.对 
于任意 ; r,y e • X ■，有 

(x,y) = {T~ l Tx,y)^ (Tx, (T-^y) = ( 工， r*(r- 1 )、). 

又因为 (x,y) = (TT-^y) = (T^x^y) - {x,{T- l )*T*y), 所以， T*(T~ 1 )* = 
( r - 1 )*! 1 *， 因而 ( T *)- 1 = ( T - 1 )* 

5.22 证 明：由 cr „— r )* = 1^— r * 及 ||( r „- r)*H = || r „- T || 可知，当 r „ — r 
时，有 HR - r *|| = || r „ - t || — o , 因此 r „* -> r *. 

5.24 证明： 由于 : T 是自伴算子，因此5 = 5*，且7 = 7*，所以对于4 (3 e R, 

{aS + /3T)* = aS* + pT* = aS + /3T. 

5.25 证明: 由于 T* = 7 1 , 因此 {T n )* = (T-T---T)* = (T*) n = T n , 所以 T n 
是自伴的. 

5.26 证明： 令 : = ^(t + t*),t 2 = ^(r-r *)， 则乃，： r 2 e l(x ， 义)，且 
r = + iT 2 ,t* = - ir 2 , 由于 

T!*=i(T + T*) = i(T*+T) = T 1; 

n= ^(T-T*) = ~^{T* - T**) = i(T - T*) = T 2 , 

因此7\和乃都是自伴算子. 

假设存在自伴算子负，灸 e L(X, X), 使得 r = A + 则 S 1 +iS 2 = T ! + iT 2 
且 & - LS 2 = 防 + iS 2 )* = (Tj + iT 2 )* = Tx- iT 2 , 因此 S 1 =T 1 ,S 2 = T 2 . 所以，存 
在唯一的自伴算子: ^ r 2 e L(X, X), 使得 T = 乃 + iT 2 , T* = Tj - \T 2 . 

5.27 证明： 由于: r„ 是正规的，因此 T*T n - r„r „*， 故 

||r*T-7T*|| <|ITT*-T„T*11 +1 \T n T ： - T*T n 11 +1 \TT* - T*T„11 
=||TT* -T n r*||+||rT*-r n T*|| 

^||TT*-TT*|| + | ITT*- T n T* || + ||T*T-T*T n || + ||T*T„-T ； T n || 
^||T||-||r*-T*|| + ||T*||-||T-T„|| 

+||T*||-||T-T n || + ||T n ||.||T*-T n *||. 

由 r „ — r 可知 t ;* -> r *， 所以 \\t*t~ tt*\\ = 0 ,即 r 是正规算子. 
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5.28 证明： 若 T 是正规算子，则 T*T = TT*, 因此对于任意 a : e X ，有 
{{T*T -TT*)x,x) = 0,故 (T*Tx,x) = (TT*x,x), 因此 (Tx,Tx) = ( T * x , T * x ), Bf 
以 || T * x || = IM 对任意 xex 成立.反之，若对任意 a ; e X ，有 mi = ||Tx||, 
则 (Tx,Tx) - {T*x,T*x), ik (T*Tx,x) = {TT*x,x). 因而 ({T*T - TT*)x,x) = 0 
对任意 xex 成立. 所以 TT* - T*T = 0, 即是 r 正规算子. 

5.29 证明：由于 D(T) = X, 因此只需证 r 是闭线性算子，若 -> x 0 ,Tx n 
2/0,则对于任意2/ e X ，有 

(yo, y) = lim (Tx n ,y) = lim (x n ,Ty) = (x 0 ,Ty) = {Tx 0 ,y), 

n—>oo n—>oo 

故 ( yo ^ y ) = ( Txo , y ) 对任意 y ^ X 成立，因此 Ta：o = 2/ o , 因而了是闭线性算子，所 
以由闭图像定理可知 r 是连续的. 

习题六 

6.2 证明： （充分性）若 T 有特征值 A 使得 A = || T ||, 则存在 z e ^,||^|| = 
l,Tx — Xx. 

(Tx, x) — ( Ax , x) = X(x, x) = A , 

因而 

KT — I — AIHITII . 

(必要性）若存在 a : e X， I Ml = 1，使得 |( Tx , x )| = || T ||, 取 A = ( rx ， x )， 则 
(Tx — Xx, Tx — \x) = (Tx,Tx) — (Tx, Xx) — (Xx, Tx) + ( Ax , \x), 


故 


\\Tx- Ax || 2 =||Tx || 2 - AA - AA + |A | 2 
=IM 2 -I 入 I 2 
<||T|| 2 -|N| 2 -|T | 2 
= 0 , 


所以 ra ; = A 为 T 的特征值. 

6.4 证明： 由于 dim T n ( l 2 ) < n , 因此 r „ 是紧算子.对于恒等算子 J 和任意的 


x — (xi) € h, W \\T n x — Ix\\ — 



— 0,故; T „ 强收敛到恒等算子 J . 明 


显地，/不是紧算子. 

6.6 证 明：对 A e C ， 算子 r-AJ 可逆的充要条件为存在线性有界算子 S , 使得 


(T- XI)S = I = S(T- XI) 
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从而等价于 

S *{ T * - XI ) = ( T * - XI ) S *, 

因此 ; T - 可逆当且仅当 T * - XT 可逆.所以 a ( T *) = { A|Ae a ( T )}. 

6.8 证明： 设 M ， a 2 e <7 为 r 不同的特征值， x u x 2 eX 为相应的特征向量，则 

Txi ― AiXi, Tx 2 = A2X2, 


从而 

因此 


T*X 2 = A2X2, 


Ai(a ： l,X2) = (AiXi,X2) = (TXi,X2) = (xi,T*X2) = (xi, A2X2) = A2 (Xi ， X2). 

由 M 一 A2 可知 ( X \, X 2) = 0. 所以，特征向量; Cl 和 X 2 是相互正交的 • 

6.10 证明: 由于 X 是复 Hilbert 空间，因此 

lim llT ^ p/^supdAl I Ae <7( T )}. 

n ― >oo 

由 r 为 X 到 X 的正规算子可知 || T 2 || = Iirtl 2 , 故 || T "|| 1 /« = 『||，对 n = 2 fc ，fc = 
1,2,••-都 成立. 因而 || T || = n lim o || T n || 1 / n = sup {| A | e fT (： T )} = 0,所以 T = 0. 

6.12 证 明：对 X 的任意序列 { x n }, f ( x n ) 为数域 K 的有界数列，因此存 
在收敛子列/(、)，故为 X 的收敛子序列，所以 T 是 X 到 X 的紧线性 
算子. 

6.14 证明： 只需验证 { S * TS )* = S * TS . 

6.16 证明： 设 A e C 为 T 的特征值， a : e X 为相应的特征向量，则 = Aa ;， 
故 X ( x , x ) = ( Tx , x ) = ( Tx , x ) = ( x , Tx ) = { x , Ax ) = X ( x , x ), 因此 A = A ， 所以 T 1 的 
所有特征值都是实数. 

6.18 证 明：若 P M 为 X 到 M 上的投影算子，则不难证明 || PmIK 1,所以，^ 
的谱半径 r a {P M ) < || Pm || < I - 

6 . 20 证 明：： r 有有界逆算子 s ， 则/ = rs 必为紧线性算子，但这与 X 是无穷 
维的复 Hilbert 空间矛盾. 

6.22 证明： 由于 


{ T - XI )- 1 



°°^ rpn 

— An +1 ’ 
n=0 


因此 


|| CT - A /)_ 1 | 卜 
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由 

可得 


所以 


71=0 


imr 

|A 卜+ 1 


1 

iAi-imr 


[T - \I){T - xiy 1 =1 

1=||/|| = ||(T-A/)(T-AJ)- 1 || 
^||T-A/||-||(T-A/r 1 || 

<(|| T || + | A ||)-||( r - AJ )- 1 || ) 

iAi + imi <II(T_ A/)_1|l< WHmr 

习题七 


7.2 证明： 若赋范空间； s ： 是光滑的，则对任意 xeS x , UeA x , 如果存在 g ,he 
B X ., 使得/ ^ 那么 1 = f x ( x ) = 9 ( x ) + h ( x )^ 从而 3(;E) = l h{x) = i ，故 

g,he A x , 因而 f x = g = h . 所以，厶 e 儿;都是闭单位球的端点. 

反过来，若任意 a ： e 知，尺 e 4都是闭单位球 Bx . 的端点，但 a ： e Sx 有两 

个不同的支撑泛函 f x , g x £ A x , 那么 /i = k ±^ € A x 不是闭单位球的端点， 

矛盾.所以，赋范空间 x 是光滑的. L 

7.4 证 明：若/ e X * 最多只能在单位球面上的两个不同的点 z 和2/达到 

它的范数，则 ^㈤ =1，=1 ，从而(^) = 1 ，故|¥| = 1.但 

这与 X 是严格凸的赋范空间矛盾.所以，任意/ e X * 最多只能在单位球面 Sx 上 
的一点达到它的范数. 

/ °° \ 1/2 

7.6 证 明：在 Z 2 上，定义 Nb = hi + M + I >| 2 j ，则 || • |h 为 Z 2 的 

等价范数，但(/ 2 , || -111) 不是严格凸的. ' 

7.8 证明： 取 x 0 = (1,1,0,…） e Zoo, 贝 |J ||xo|| = 1, 并且对于 y = (1 ， 0,0,…） e 
Zoo, 当 A > 0 时，有 

Ibo + Ayll-IWI , 

A =1 ， 

l|a ； o+A2/|| - ||a ： o|| _ n 


当 A < 0 时，有 


A 
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因此 lim Ilxo + Ai / Il - Ilxoll 不存在，所以，‘在吻点的范数不是 Gateaux 可微的. 
A ― ►O A 

7.10 证明：.对 x = (1, 1,0, • • • ,0) € Co,||x|| = 1,有不同的支撑泛函 / = 
(1,0,0,---),9 = (0,1,0,0,---) S h , 使得 / ㈤ = l , g { x ) = 1,因此 Co 不是光滑 
的. 

7.12 证明： 若 x 0 = (4 0) )的某个分量等于0,则对于 = (0,0,…，1，0,…， 

0)，有 ， 

|| a；o + Ae „|| — || e n || _ | A | 

- =丁， 

因此范数在卻不是 Gateaux 可微的，所以，: r 0 —定不是光滑点. 

7.13 提示： 利用不等式，当 * > 0时，有 

/1+ A 2 1 + t 2 

[~ 2 ~ ) 、 2 ’ 

并且当0 < * < 1时,严格不等号成立. 
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